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AVERTISSEMENT 



En terminant aujourd'hui cet ouvrage, dont la première 
Partie a paru en 1867, je crois devoir entrer dans quelques 
explications sur le but que je me suis proposé et sur les secours 
dont j'ai fait usage. 

La nouvelle théorie des quantités complexes, créée par 
Argand et par Cauchy^ avait déjà donné naissance aux admira- 
bles découvertes qui ont si profondément transformé TAnalyse, 
avant qu'il n'existât un Traité élémentaire où les commençants 
pussent en prendre connaissance. On sait combien est pénible, 
en général, la lecture des Mémoires de Cauchy. Les beaux 
travaux de MM. Puiseux, Briot et Bouquet s'adressaient surtout 
à des mathématiciens exercés. Déjà la renommée des décou- 
vertes de Riemann commençait à se répandre ; mais l'extrême 
concision des écrits de ce, géomètre en rendait la lecture 
presque inabordable pour ceux qui n'avaient pu les entendre 
développer dans ses leçons. 

. En 1864, M. Durège, professeur à l'Université de Prague, 
publia un ouvrage destiné à combler cette lacune (^), et où l'on 



(>) Blemente der Théorie d&r FuncUonen einer comphxen verànderîichen Grosse, 
mit besonderer Berûcksichtigung der SchÔpfungen Riemann's bearbeUet, Leîpxig, 
1 vol. in-8*. — Une seconde édition de ce livre a paru en 1878. 



]| AVERTISSEMENT. 

trouve pour la première fois exposés d'une manière élémen- 

• 

taire la théorie géométrique des imaginaires, ainsi que les 
théories analytiques fondées par Cauchy et complétées par 
Riemann. 

Bientôt après, M. C. Neumann fit paraître un autre livre (*) 
où les mêmes principes sont développés avec une extrême 
clarté, et qui a puissamment contribué à répandre la connais- 
sance de cette branche de l'Analyse. 

J'entrepris successivement la traduction de ces deux excel • 
lents Traités. Mais, en attendant que les circonstances m'en 
permissent la publication, je pensai qu'il pourrait être utile de 
donner un aperçu de leur contenu; cest ce que j'essayai de 
faire dans une suite de Mémoires, que la Société des Sciences 
physiques et naturelles de Bordeaux voulut bien accueillir dans 
le Recueil de ses publications, et dont la réunion forme le 
présent volume. 

Outre l'intérêt qui s'attachait à la vulgarisation d'un mode 
d'exposition des théories de Cauchy, plus simple que celui que 
l'illustre auteur avait employé, mon but était de rectifier en 
même temps quelques donrtées historiques qui ont générale- 
ment cours dans les pays voisins, et de mettre plus en lumière 
les noms d'Argand et de Cauchy, qui, dans plusieurs Traités 
modernes, sont omis, ou disparaissent derrière ceux de Gauss 
et de Riemann. En conséquence, j'ai placé en tête de mon 
travail quelques indications sur l'histoire de la découverte de 
la théorie moderne des quantités complexes, dont j'ai puisé les 
éléments soit dans les sources originales, soit dans un intéres- 



I (^) Vorîesungen ûber Riemann's Théorie der AbeVschen Intégrale, Leipzig, 1865; 

I 1 vol. in-8». 



AVERTISSEMENT. III 

sant Mémoire du professeur Matzka (^). La conclusion qui 
ressort de cette étude est que la découverte de la véritable 
théorie des imaginaires appartient incontestablement à Ro'bert 
Argand, qui l'a exposée dans un remarquable opuscule (*), 
imprimé vingt-cinq ans avant la célèbre Note de Gauss ('), tant 
de fois citée comme contenant la première indication de cette 
méthode. 

Après avoir établi les fondements de la théorie des quantités 
complexes, et en avoir signalé les principales applications 
analytiques, je n'ai pas cru pouvoir passer sous silence une 
autre branche d'applications qui, bien. que n'ayant pas encore 
atteint le même degré de développement que la précédente, 
n'en a pas moins rendu dès maintenant de notables services à 
la Géométrie et à la Physique. On trouve déjà dans l'opuscule 
d'Argand le premier germe d'une méthode d'Analyse géomé- 
trique, que M. Bellavitis a, depuis, reconstruite par ses propres 
recherches, et qui est devenue entre ses mains un puissant ins- 
trument d'investigation et de démonstration dans les questions 
de Géométrie plane, flamilton, se plaçant à un point de vue 
plus général, a étendu cette méthode à la Géométrie de l'espace, 
en la fondant sur une Algèbre nouvelle, qu'il a nommée Calcul 
des Qmtemions. Ces méthodes n'étant connues en France que 
par un petit nombre de Mémoires isolés, j'ai voulu contribuer 
à en propager la connaissance, en en exposant avec détail les 
premiers éléments, d'après les publications les plus récentes 



(1) Versuch âiner richtigen Lehre von der ReaUtàt der vorgeblich imaginàren 
Grôssen der Aî^ebra. Prague, 1850. 

(*) Essai sur une manière de représenter les quantités imaginaires dans les con- 
structions géométriques, Paris, ld06. — Cet opuscule fort rare vient d'être réim- 
primé. (Paris, Gautbier-Villars, 1874.) 

(*) Angeige zur c Theoria residuorum biquadraticorum, Commentatio sectMda. > 
GOttingen, Ij^l. 
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de M. Bellavitis et de M. Tait, qui Tun et l'autre m'ont gra- 
cieusement autorisé à faire de larges emprunts à leurs ouvrages. 

J'ai divisé mon Traité en quatre Parties^ ayant respective- 
ment pour objet principal les découvertes d'Argand, de Cauchy, 
de Riemann, d'Hamilton. 

La première, dont le fond est tiré des Mémoires d'Argand, 
contient TAIgèbre des quantités compfexes. 

La seconde est consacrée à Texposition des travaux de 
Cauchy sur les fonctions qu'il a appelées monogènes et mono- 
dromesy et que j'ai désignées par le nom plus simple de fonc- 
tiens uniformes, traduction de Texpression eindeutig employée 
par Riemann. J'ai suivi surtout dans cette théorie le livre de 
M. Neumann, dont j'ai cherché à donner un abrégé. J'y ai 
ajouté diverses applications empruntées tant aux ouvrages 
de Cauchy qu'à ceux de MM. Puiseux, Durège, Natani (*), 
Schlômilch («), Casorati («). 

Dans la troisième Partie^ pour laquelle j'ai principalement 
consulté les ouvrages de MM. Neumann, Durège et Thomae {^)^ 
j'explique la représentation des fonctions multiformes au moyen 
des plans à plusieurs nappes de Riemann ; j'indique leur réduc- 
tion au cas des fonctions uniformes, fondée sur la théorie de 
le connexion des surfaces, et je termine par l'inversion de 
l'intégrale elliptique de première espèce. 

La quatrième Partie contient les premiers éléments de la 



(') HoFFMAifii und Natani, Mathematisches Wôrterbuch. » Natani, Die hôhere 
Analysés, 

(') Vorlesungen ûher einxelne Theilô âer kôheren Analysis. (II. Bd. des Compen- 
dium der hôheren Analysis.) 

(^ Teorica délie funzioni di variaWi eomplesse. MiUno, 1869. 

(*) Abriss einer Théorie der complexen Functionen und der Thetafunclionen einer 
VerânderUchen, Halle, 1870. 



AVERTISSEMENT. V 

méthode d'Analyse géométrique dans le plan et dans Tespace, 
fondée par Bellavitis et Hamilton sur ilemploi des quantités 
complexes. Pour préparer à la pratique de la nouvelle Algèbre 
qu'exige la méthode d'Hamilton, et familiariser avec remploi 
des nouveaux symboles, j'ai commencé par exposer, d'après 
Grassmann (^) et Hankel ('), les principes généraux de la 
théorie abstraite des opérations et ceux de la théorie des quan- 
tités complexes à un nombre quelconque de caractéristiques. 
Après avoir présenté des considérations générales sur la repré- 
sentation des points, dans l'espace, j'ai consacré uii chapitre à 
un aperçu sommaire de la méthode des équipollences de 
M. Bellavitis, et de son usage dans l'étude des courbes 
planes. Le reste du volume contient la théorie des Quaternions 
avec ses application^ les plus simples à la Trigonométrie sphé- 
rique, à la composition des rotations, k la Géométrie des lignes 
et des surfaces, à la Cinématique du point. Les limites que je 
me suis imposées ne m'ont pas permis d'aborder la partie la 
plus importante et la plus intéressante des applications des 
quaternions, celles qui concernent la Physique mathématique. 
Mon ambition sera satisfaite si je suis parvenu à donner une 
idée de la fécondité de la méthode, et à préparer le lecteur à 
l'étude des grands ouvrages d'Hamilton (^) et du Traité élé- 
mentaire de son éminent disciple M. Tait (*). 

J'ai cru pouvoir me permettre quelques légers changements 
dans les notations, en vue de me rapprocher autant que possi- * 
ble des habitudes reçues. Ainsi j'ai partout écrit le multiplica- 



(') AusdehnungsJehre. Stettin, 1862. 

(*) Vorlesungen ûber die compîexen Zàhlen und ihre Functionen. Leipzig, 1867. 
(*) Lectures on Quaternions. Dublin, 1853. — Eléments of Quaternions, London, 
1866. 
(*) An elementary Treatise on Quaternions. %^ Edition, Oxford, 1679. 
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teur après le multiplicande, contrairement à Tusage adopté 
par Hamilton. Mais cette innovation ne produit aucun change- 
ment essentiel dans la marche des calculs, et rien n'est plus' 
aisé que de passer de Tun des systèmes de notation à Tautre. Je 
me suis attaché à distinguer autant que possible Tespèce des 
quantités par la différence de type des lettres employées pour 
les représenter. 

Je dois adresser, en terminant, mes vifs remercîments à 
M. le capitaine Laisant, grâce auquel j'ai pu donner un errata 
étendu des fautes, malheureusement trop nombreuses, que 
j'ai laissées passer dans la correction des épreuves, et qui a 
bien voulu s'assujettir à revoir tous les calculs. 



Bordeaux, le l^:'' septembre 1874. 
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QUATRIÈME PARTIE. 

Applications géométriqnes de la Théorie des Quantités 
complexes. —Éléments^ de la Théorie des Quatemions. 



CHAPITRE I«. 

SUR LA. ThAoRIB aâNÉRALB DES OPiBATIONS 

§ l«. 

Considérations générales. 

35S. Nous avons vu jusqu'ici comment, à Paide des quan- 
tités négatives, puis des quantités complexes, on parvient à 
représenter par un symbole unique tout point d'un espace à 
une ou deux dimensions, et par un signe d^'opération unique 
Tensembie des opérations nécessaires pour passer d'un point 
à un autre de cet espace. Nous avons reconnu, en outre, que 
ces symboles peuvent être soumis à un calcul dont les règles 
comprennent, comme cas particuliers, les règles du calcul 
arithmétique. 

Si, au lieu des points d'un espace à une ou à deux dimen- 
sions, c'est-à-dire au lieu des valeurs de quantités dépen- 
dantes d'une ou de deux variables, il s'agit de représenter des 
fonctions d'un nombre quelconque n de variables, ou, comme 
on dit d'une manière abrégée, des points d'un espace à n 
dimensions, les quantités complexes dont nous nous sommes 
occupés jusqu'ici ne suffisent plus, et il faut introduire des 
quantités complexes d'ordre supérieur, dans la composition 

19 
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pesquelles entrent au moins n valeurs numériques indépen- 
dantes entre elles. 

Mais ici la question se présente d'une manière beaucoup 
plus compliquée que dans les cas simples que nous avons 
traités jusqu'à présent. Il y a, pour chaque nombre de dimen- 
sions, une infinité de représentations possibles d'un point par 
un symbole complexe. Seulement, il s'en faut de beaucoup 
* que toutes ces représentations se prêtent à l'établissement 
d'un algorithme simple et régulier. Pour se guider d'une 
manière sûre dans la recherche des règles de calcul qui con- 
viennent à tel ou tel système, et qui dérogent plus ou moins 
aux lois du calcul arithmétique, il est nécessaire de s'appuyer 
sur les principes généraux de la théorie abstraite des opéra- 
tions, ces dernières étant considérées indépendamment de la 
nature du substratum qui leur est soumis. 

353. Dans chacune des opérations fondamentales de l'Algè- 
bre, il y a deux choses à distinguer : la signification particulière 
de cette opération dans ses diverses applications aux objets réels, 
et les propriétés essentielles qni caractérisent cette opération, 
et qui sont communes aux diverses formes sous lesquelles 
elle se présente. Par exemple, l'addition des nombres consiste 
dans la réunion des groupes d'unités; celle des longueurs, 
des angles, etc., dans la juxtaposition extérieure de ces quan* 
tités; celle des forces, dans leur application à un même point 
suivant une même direction, etc. Dans toutes ces opérations 
si différentes pour le but et les moyens d'exécution, on 
retrouve un certain nombre de propriétés communes, sur 
lesquelles reposent entièrement les règles qui présidelit à la 
combinaison de toutes ces mêmes opérations entre elles et 
avec les autres. Ces propriétés sont exprimées par les égalités 
suivantes : 

1^ pour fl = a', a-+-6 = a'4-6; 

3<» fl -f- fc = 6 H- a ; 
4<>aH-0 = 0-Ha = a. 
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C'est leur ensemble qui constitue proprement Vadditian; on 
pourra appeler de ce nom toute opération, quels qu'en soient 
Tobjet et la nature, qui jouira de ces quatre propriétés, et lui 
appliquer immédiatement les règles établies pour Taddition 
arithmétique. 

354. Lorsque nous avons montré comment on avait été 
amené à introduire de nouvelles espèces de quantités, telles 
que les quantités négatives et les quantités complexes, nous 
avons fait voir en même temps que l'on devait modifier la 
nature concrète des opérations, et donner pour celles-ci de 
nouvelles définitions, fondées sur l'étude directe des nouvelles 
quantités. Ces définitions posées, nous avons commencé par 
examiner si l'opération modifiée jouit encore de toutes les 
propriétés de l'opération primitive qu'elle remplace, et qu'elle 
comprend comme cas particulier. Pour les cas qui se sont 
présentés jusqu'ici, nous avons généralement reconnu la per- 
sistance des propriétés fondamentales, du moins en ce qui 
concerne les opérations directes. Il en est résulté que nous 
n'avons pas eu à modifier les règles de l'Algèbre des quantités 
réelles pour les appliquer aux opérations directes relatives aux 
quantités complexes. Quant aux opérations inverses (extraction 
des racines, résolution des équations, etc.), la considération 
des quantités complexes a permis de donner à cette partie de 
l'Algèbre une généralité et une symétrie qui lui eussent 
manqué sans cela. 

355. Mais il n'en sera pas toujours ainsi pour les espèces 
de quantités que nous aurons à considérer dans la représen- 
tation des espaces à plus de deux dimensions. Il pourra se 
faire que certaines des propriétés dont jouit une opération 
arithmétique deviennent incompatibles dans l'opération nou- 
velle que l'on est porté à lui assimiler. Il importe alors de 
savoir, parmi les règles déduites de ces propriétés en Arith- 
métique, quelles seront celles qui subsisteront pour les 
nouvelles quantités et quelles modifications les autres devront 
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subir. On conçoit dès lors quelle doit être Tutilité d'une 
étude générale et abstraite des opérations, fondée uniquement 
sur les propriétés qu'on leur suppose, et sans aucun égard à 
la manière dont ces propriétés ont été établies, non plus qu'à 
l'existence ou à la non-existence d'objets réels auxquels ces 
opérations soient applicables. 

356. En raison de la multiplicité des moyens de passer 
d'un point donné à un autre point donné dans un espace à 
n dimensions, on peut choisir de plusieurs manières tant la 
composition des symboles représentatifs de ces points, que la 
définition des opérations fondamentales pour le passage d'un 
point à l'autre. Pour se guider dans ce choix, on observera que, 
un espace à n dimensions comprenant comme cas parti- 
culiers les espaces d'un nombre de dimensions moindre, les 
règles de calcul qui correspondent à n dimensions doivent, 
pour être générales, s'appliquer aux espaces d'ordre inférieur, 
et contenir, par conséquent, comme cas spécial, les règles 
établies pour ces espaces plus simples. C'est ainsi que les 
règles de calcul des quantités négatives contiennent celles des 
quantités arithmétiques, et sont contenues à leur tour dans 
celles des quantités complexes. Ce principe, que l'on doit 
observer dans les généralisations successives, nous l'appel- 
lerons, suivant l'expression proposée par Hankel, le principe de 
permanence des règles de calcul. 

En vertu de ce principe, tout calcul fait pour les quantités 
généralisées doit s'appliquer aux quantités d'ordre inférieur, 
la généralisation ne pouvant introduire de nouvelles pro- 
priétés, ni donner lieu, par conséquent, à des règles qui ne 
résulteraient pas déjà dès propriétés antérieurement admises. 

357. Mais il peut se faire que quelques-unes des propriétés 
des opérations disparaissent dans la généralisation, ce qui ne 
permet plus de pratiquer les simplifications précédemment 
permises. Lorsque plusieurs propriétés deviennent contradic- 
toires, et que l'on est forcé d'en sacrifier quelques-unes, on 
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doit alors chercher à conserver les plus importantes, celles 
qui se prêtent le mieux à rétablissement des règles de calcul 
simples et générales. C'est là^ en quelque sorte^ le principe 
réciproque du principe de permanence. Mais on ne peut donner 
sur son application de règles plus précises, et la question doit 
être directement posée dans chaque cas particulier. 

'358. Les considérations que nous allons exposer ne se 
bornent pas seulement aux combinaisons immédiates des 
quantités simples ou complexes ; elles s'étendent aux combi- 
naisons des signes d'opération, et même aux combinaisons 
d'idées de nature quelconque, pourvu que le sens des signes 
que nous emploierons puisse toujours être défini sans aucune 
ambiguïté et avec la précision mathématique. Aussi éviterons- 
nous d'employer le mot de quantités^ en parlant des suhstrata 
de nos opérations; nous les désignerons par le terme plus 
vague et plus compréhensif d'^^j^^^^ également applicable au 
concret et à l'abstrait. 



§n. 



Propriétés générales des opérations. 

359. Deux combinaisons d'objets sont dites égales entre elles, 
lorsqu'elles peuvent se remplacer mutuellement, sans que le 
résultat soit altéré. 

360. Si a et 6 désignent deux objets de nature quelconque, 
semblable ou différente, nous représenterons par le signe 
0^6 un troisième objet formé par une combinaison ou opéra- 
tion quelconque faite sur les deux premiers. 

361. L'opération ^ sera dite uni forme j si, 

(1) pour w ~ ir' j on a nécessafrement a^h = a' ^b' . 
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Elle sera dite associative^ si, a, 6, c étant trois objets quel-f 
conques, on a Tégalité 

(2) (a^t)^c = a^{b^c) . 

Dans ce cas, la valeur commune des deux membres pourra 
se désigner convenablement, en supprimant les parenthèses, 
par 

ar^b^e. 

En étendant cette notation, on a, en vertu de la propriété 
associative, 

[{a^b)^c]^d = [a^ib^c)]^d = (a^b)^{c^i) 
= {a'^b^c)^d = a^b^c^dy 

et ainsi de suite. On voit que, quel que soit le nombre des 
objets qui doivent être successivement combinés par une opé- 
ration associative, on peut toujours remplacer plusieurs objets 
consécutifs par le résultat de leur combinaison, et vice versa. 

362. Une opération est commutative, si Ton a, quels que 
soient a et (, 

(3) •a<>6 = 6^fl. 

363. Exemples. L'addition et la multiplication arithmé- 
tiques sont des opérations uniformes, associatives et commu- 
tatives. En effet, les égalités précédentes subsistent, lorsqu'on 
y remplace le symbole général ^ soit par le signe + , soit par 
le signe X • 

364. Une opération peut être associative sans être commu- 
tative. Nous en verrons plus tard un exemple dans la multi- 
plication des quaternions. 

Une opération peut être commutative sans être associative. 
Telle est Topération qui consiste à prendre la moyenne 
arithmétique de deux quantités; on a, en effet, 

- a + 6 b-ha . 
a^b = ■ ^ = ^ = b^a , 
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tandis que 

a-hb 



(a/^ft)<>c= — 



4-c 



n'est pas égal à 

b + c 

a^{b^c) = 5— 



Enfin, une opération peut n'être ni associative ni commuta- 
tive. Ainsi, le résultat de l'opération exponentielle 



diffère de 



de plus, 



n'est pas égal à 



ar^b:=a^ i 



brsa = fc«; 



{ar^b)^c=:{a*y 



365. Si l'on représente par les signes ^ et î deux opérations 
quelconques de nature diflférente, l'opération ^ sera dite 
distrihutive relativement à Popérationt^ si l'on a 

(4) {atb)r^c={arsc)Ub^c), 
ou encore 

(5) a^{bU) = {(i^b)t {a^c) . 

Dans le premier cas, elle sera distrihutive par rapport à son 
premier terme; dans le second, elle le sera par rapport à son 
second terme. 

Ces deux définitions de la distributivité coïncident évidem- 
ment, si l'opération ^ est commutative. Car de la propriété (4) 
on tire alors 

a^{b^c) = {btc)^a = (6'^a)t(c^a) = {a<^b)^ {a^c) . 
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C'est ainsi que la multiplication arithmétique est distribu- 
tive relativement à Taddition, puisqu'on a 

(a-hb)Xc = aXc-hbXCy 
aX(& + c) = (iX&-HaXc, 

équations qui sont la conséquence Tune de l'autre, en vertu 
de la commutativité. 

L'élévation aux puissances est distributive relativement à la 
multiplication, par rapport à son premier terme, puisque Ton 
a, conformément à l'égalité (4), 

{a X by = a* X 6* ; 
mais elle ne l'est pas relativement à son second terme , car 

a*^« n'est pas égal à a* X a* . 

366. Les opérations peuvent encore jouir d'autres propriétés 
spéciales, qui servent à les caractériser, et qui se rapportent 
à des déterminations particulières des objets. 

L'addition, par exemple, jouit de la propriété que, si l'un 
quelconque des deux termes s'annule, le résultat se réduit au 
terme restant, c'est-à-dire que l'on a 

l'une des deux équations découlant ici de l'autre, en vertu de 
la commutativité. 

La multiplication jouit de la double propriété que, 1^ si l'un 
des objets s'annule, le résultat s'annule, 

S^ si l'un des objets se réduit à l'unité, le résultat se réduit à 
l'autre objet, 

<') Sî::::: 

les deux égalités (7) découlant l'une de l'autre, de même que 
les égalités (8), en vertu de la commutativité. 
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367. Ces propriétés générales, exprimées par les équations 
(1) à (8), suffisent pour établir toutes les règles de Taddition 
et de la multiplication algébriques, d'où il s'ensuit que ces 
mêmes règles s'appliqueront à toute opération qui jouira des 
mêmes propriétés que l'addition ou que la multiplication. C'est 
ce que l'on exprimera d'une manière abrégée en donnant à 
cette opération le nom d'addition ou de multiplication. 

Ainsi on pourra nommer addition toute opération qui sera 
1® uniforme, 2<* associative, 3® commutative, 4® qui satisfera 
aux conditions (6). 

On pourra nommer multiplication toute opération qui sera 
i^ uniforme, 2^ associative, 3*> commutative^ 4® distributive 
relativement à l'addition, 5^ qui satisfera aux conditions 
(7) et (8). 

Les opérations ainsi nommées se combineront suivant les 
règles correspondantes de l'Algèbre ordinaire. 

§ III. 

Des opérations inverses. 

368. Supposons un objet c déterminé au moyen de deux 
autres a et by par l'opération 

(9) a^b = c. 

Il arrivera généralement que l'un quelconque des objets a, b 
sera aussi déterminé, lorsque Ton connaîtra l'autre et en 
même temps l'objet résultant c. L'opération qui sert à trouver 
b connaissant a et c, ou a connaissant b et c est dite une opé- 
ration inverse de l'opération directe marquée par le signe ^. 
Nous indiquerons cette opération inverse par le signe précédent 
renversé ^. 

369. Si l'opération directe ^ est commutative, l'équation 
(9) pourra s'écrire aussi sous la forme 

b^a = c. 
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et par conséquent a sera déterminé au moyen de 6 et de e par 
la même opération que b au moyen de a et de c, de sorte que, 
en désignant, comme nous venons de le dire, cette dernière 
opération par le signe ^^ on aura à la fois 

(10) b = c^a, 
et 

(10)' a = c^b.. 

Dans ce cas Topération ^ n'admettra qu'une seule opération 
inverse. 

Mais, si Topération directe"^ n'est pas commutative, les deux 
équations (10) et (10)' ne seront plus vraies ensemble, et, au 
lieu d'une seule opération inverse, il y en aura deux distinctes, 
suivant que l'on aura pris pour inconnue le second ou le 
premier terme de la combinaison a^b. 

Si l'on désigne toujours par ^ l'opération qui donne b au 
moyen de c et de a, il faudra alors prendre un autre signe, tel 
que ^', pour l'opération .qui donne a au moyen de c et de i, 
et la relation (10)' sera remplacée par cette autre 

(11) a = c^' ft . 

Par exemple, l'addition et la multiplication arithmétiques, 
étant des opérations commutatives, n'auront, chacune, qu'une 
seule opération inverse. 

L'opération exponentielle 

a^b = a* = c^ 

n'étant pas commutative, admettra deux opérations inverses, 
définies par les égalités 

b = c^a = log.c, 

370. Par la définition même de l'opération inverse ^, on a, 
à cause de c^a={a^b)^a^ l'identité 

(12) {a^b)^a = b, 

qui peut être considérée comme la définition de l'opération ^* 
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De même, de ]'égalité (li) résulte Tidentité 

(13) {a^b)^'b = ay 

qui peut être considérée comme la définition de Topera • 
tion ^' . 

374 • légalité (9) peut s'écrire, en vertu des égalités (40) et 
(il), sous les deux formes 

(14) fl<^(C^fl) = C, 

(15) {c^'b)r>b = Cy 

qui définissent Topération ^ comme inverse de chacune des 
opérations ^ et v-r' . 

372. SiTégalité 

a 

.ne peut subsister qu'avec Tégalité ft = fc' , c'est-à-dire si le 
résultat de Topératiôn ^ change nécessairement lorsqu'on fait 
varier le second terme by alors l'opération inverse ^, définie 
par l'égalité (10) sera uniforme. Cela revient à dire que l'équa- 
tion 

où X est l'inconnue, n'admet qu'ne seule solution, laquelle est 
donnée par la formule 

De même, si l'égalité 

« 

entraîne l'égalité a = a' , l'opération inverse v^', définie par 
l'égalité (11), sera uniforme, et l'équation 

x^b=^c 

n'aura qu'une seule solution. 

Lorsqu'une opération est uniforme en même temps que ses 
opérations inverses, nous dirons, pour abréger, qu'elle est 
camplitement uniforme. 
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373. Par exemple, une somme variant nécessairement loi*s- 
qu'un de ses termes varie seul, son opération inverse, la sous- 
traction, est uniforme. Il en est de même de la division, inverse 
de la multiplication, sauf le cas où les deux termes du quo- 
tient sont nuls, a X ne variant pas avec a. 

Les deux opérations, |^^, log«c, inverses de Topérafion expo- 
nentielle, sont uniformes au point de vue de TÂrithmétique. 
Mais au point de vue algébrique, Texpression 

ne variant pas, lorsqu'on change b en — 6, il en résulte que 
Topération inverse qui donne 

b = c^a 

donnera pour b deux valeurs égales et de signe contraire; elle 
sera donc biforme. Il en sera de même pour Topération inverse 
dea^6=a*=( — o)*, qui détermine a, lorsque b sera un 
nombre entier et pair. 
Enfin, au point de vue des quantités complexes, Topération 

inverse de l/c, Texponentielle admet b solutions pour b entier 
(art. 70) ; Fdpération logaC en admet une infinité (art. 87). 

§ IV. 

Propriétés des opérations associatives. 

374. Étudions maintenant les propriétés les plus essen- 
tielles des opérations associatives ^ et établissons certaines 
formules importantes concernant ces opérations. . 

Supposons que l'opération directe ^ soit uniforme et asso-^ 
ciative, et soit ^ son opération inverse , définie par Téqua- 
tion (12) 

{a^b)^a = b. 

« 

Considérons Texpression 

x = {a^b)^c. 
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Substituons successivement chacun des deux membres de cette 
égalité à la place du second terme^dePexpression 5<^y, ou, 
comme nous le dirons d'une manière plus abrégée, opérons 
par b^ sur chacun des deux membres de l'égalité. L'opéra- 
tion ^ étant uniforme, il viendra 

L'opération ^ étant associative, le second membre pourra 
s'écrire sous la forme 

[b^{a^6)]^c = a^Cy 

en vertu de l'égalité (14), d'où 

b^x = a^c . 

Opérons maintenant par ^^fr sur les deux membres ; on aura 
d'après (12), en mettant pouc x sa valeur, 

(16) (a^b)^c = {a^c)^b . 

Ainsi , dans le cas même où la multiplication n'est pas 
commutative, et où la division est définie par l'égalité 

dividende = diviseur X quotient, 
on a 

a _ax 
b'^~ b ' 

375. Soit maintenant l'expression 

x = {a^b)^c; 

on aura [éq. (14) et (12)], en opérant par c^, puis par 6^, et 
enfin par ^{b^c], 

cr\x = c^[{a^b)^c] = a^b , 

6<^(c<^a?) = {b^c)^x=^ 6^(a^6) = a, 

[{br\e)^x] ^{b^c) = x= a^(b^c) , 
Donc 

(17) (a^fc)^c = a'-'(6^c) . 
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Ainsi 

c bx 
376. Soit encore Texpression 

On trouvera successivement 

{er^x)'^a={aryb)^a = b = {c^a)^x[&q. (16)], 
b^{c^a) = [(c^a)'^a?]^(c^a) = x, 

d'où Ton tire la relation 

(18) b^{c^a) = (a^fc)^c, 

puis, en ayant égard à l'égalité (16), cette autre relation 

(19) b^{c^a) = {a^c)rsb. 
Ainsi 

£:È — -È- — ^ h 







377. Nous appellerons modiUe d'une opération ^ un objet m 
qui, combiné à Taide de cette opération avec un autre objet 
quelconque a, donne pour résultat l'objet a lui-même, de 
manière que l'on ait, quel que soit a, 

(20) a^m = a. 

Pour l'addition, m=0; pour la multiplication, m=i. 
On a, par le principe associatif, 

d'où, en supposant l'opération complètement uniforme, 

m^c=^c. 

Donc l'équation (20), jointe aux propriétés d'associativité et 
d'uniformité complète, entraine l'équation 

(21) mrsa = a. 
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c'est-à-dire que la propriété du module subsiste » qu'on le 
prenne pour prepdier terme ou pour second terme de la com- 
binaison. 
On a de plus [éq. (2i) et 10)], 

Donc 

(22) a^m=^a. 

La propriété du module, exprimée par Téquation (20), a donc 
lieu aussi pour F opération inverse relative au second terme, et 
définie par l'équation (40) 

378. En opérant par ^a sur l'équation (20), on a 

(23) {a'^m)^a = m=ia'^a . 

Donc on obtient le module d'une opération en exécutant l'opé- 
ration inverse ^ sur un objet quelconque, combiné avec un 
autre objet identique au premier. 

On a ainsi, pour l'addition, m=a — a=0; pour la multi- 
plication , I» = - = 1 . 

379. Nous venons de voir que chacune des trois combi- 
naisons a^m, w^a, av^m se réduit à a. Il nous reste à exa- 
miner la combinaison m v> a, qui n'a plus la même propriété. 
Nous appellerons le résultat de cette combinaison Vohjet réci- 
proque de l'objet a, et nous le représenterons par la notation 

(24) m^a = â. 

D'après cela, dans le cas de l'addition, l'objet réciproque de 
a sera — a ou — a; dans le cas de la multiplication, ce 

sera - . 

Les deux objets a et a sont dans une relation de réciprocité 
mutuelle. En effet, la relation (18) donne, en y faisant 

donc a est l'objet réciproque de â=w^a. 
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380. L'introduction du signe de réciprocité permet de rem- 
placer une opération par son inverse. En effet, 
i^ L'égalité (16) donne, en y faisant a^m^ 

c'est-à-dire [(24) , (20)] 

(25) c^b = b^c{'). 

Ainsi, 

ci 

S" De même, l'égalité (18) donne, en faisant e=m, 

c'e8t^-dire[(24),(22)] 

(26) ar\b = b^â. 
Ainsi 

a,o ==— — • 
1 




3^ Faisant, dans (19), fr=fii, on a 



ou 



(27) a^c = c^af 

c'est-à-dire qu'en échangeant entre eux les deux termes d'une 



(*) En particulier 

(25)* a'-'a = a^â = fny 

ou, en changeant a en a*, et remarquant que a est le réciproque de a, 

(25)** âoa = w. 

Donc l'opération directe entre un objet et ton réciproque est toujours commutative, 
et donne pour résultat le module. 
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combinaison par F opération inverse v^, le résultat se change 
dans l'objet réciproque. Par exemple, 

a_ 1 

4^ EnflU) dans (17), faisons a=^m; il viendra 

ou [(24), (26)], c étant le réciproque de c, 

(28; . b'-'c=b^c = c^ï. 

Ainsi 




c bx ç b 

381. A Taide de la notiition des objets réciproques, on peut 
écrire les équations (16), (17), (18), (19) sous la forme 

(29) (l^a)^c='br\{ar\c) , 

(30) c^db^a) =: {b^c)^a = (fi'^c)^a:={c^b)^a , 

(31) {a^c)^l = €^{a^b) = {cr^a)^bf 

et ces nouvelles égalités transforment les formules . établies 
pour Topération inverse, laquelle n'est pas associative, en 
formules associatives, relatives seulement à l'opération 
directe. 

382. Supposons maintenant que l'opération directe ^ ne 
soit plus seulement assodativej mais encore commutativej de 
sorte que l'on ait, pour deux objets quelconques 

a^b = b^a . 

On pourra alors^ aux formules précédentes, enjoindre quelques 
autres. 
Les formules (12) et (14) donneront les suivantes, 

(32) {br^a)^a=b, * 

(33) {c^a)r^a = c. 

m 20 
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Dans réquation (17), remplaçons b par b^c^ on aura 
[éq. (14)] 

d'où, en opérant par c^, 

Donc, si ^opération rs est commutative^ on aura la relation 

(34) a^{b^c) = Cf^{a^b) . 

Ainsi, dans le cas où ^ représente la multiplication arithmé- 
tique, qui est commutative, on a 



a a 



(0 



383. Nous avons supposé, dans tout ce qui précède, que 
l'opération directe ^ , pratiquée sur une série d'objets 

(A) a , 6 , c , . . . , 

était toujours possible, et donnait pour résultat un objet 
appartenant à cette même série, que nous appellerons la série 
directe. 

Mais il pourra bien se faire que l'opération inverse ne soit 
pas toujours possible aux mêmes conditions. Par exemple, si 
la série (A) se compose des nombres positifs et entiers, les 

résultats des opérations a — * et ^ pourront bien ne pas être 

exprimables par des nombres de cette série. • 

L'opération inverse "^ sera, dans ce cas, impossible, à moins 
que Ton ne puisse ajouter à la série (A) une série complé- 
mentaire, et que les opérations, directe et inverse, ne puissent 
être généralisées de manière à s'appliquer aux objets de la 
nouvelle série, et à faire passer d'une série à l'autre. 

C'est à cette condition que la définition des quantités réci- 
proques, donnée au n^ 379^ peut être acceptable dans tous 
les cas. 
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S84. Supposons que l'opération directe, ainsi généralisée, 
conserve sa propriété associative, ce que Ton devra constater 
dans chaque cas particulier. Dès lors, toutes les formules 
établies Jusqu'ici et fondées sur cette propriété continueront à 
subsister. 

En particulier, il résulte de l'équation (27) que les deux 
objets a^betb^a seront réciproques l'un de l'autre. 

Si donc l'une de ces opérations est exécutable au moyen 
des objets de la série directe (A), l'autre opération conduira à 
un objet de la série 

(A) â , B , c , . . . , 

formée avec les objets réciproques de ceux de la première, et 
que nous appellerons la série réciproque. 

S'il en est ainsi, toutes les équations (25)-(31) auront lieu 
pour l'ensemble des deux séries (A) , (À), et l'on pourra, en 
remplaçant un objet de l'une par son correspondant dans 
Tautre, transformer une opération dans l'opération inverse. 

Si l'on admet, de plus, que. l'opération ^ soit .commutative 
pour les objets des deux séries, les formules (32)-(34) conti- 
nueront à subsister après la généralisation. 



De la propriété disiributioe, 

385. Soient deux opérations directes différentes, que nous 
désignerons par les signes t et ^. On peut exprimer [365] de 
deux manières différentes la distributivité de la seconde par 
rapport à la première, en disant qu'elle est distributive soit par 
rapport au premier terme, soit par rapport au second, c'est-à- 
dire que l'on a Tune ou l'autre des deux équations 

(35) (aî6)^c = (a^c)t(ft^c), 

(36) ar%(6tc) = (a'^6)t (a^c). 
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Si les deux équations (35) et (36) ont lieu en mén^ temps, 
la distributivité sera complète. On aura alors 

= [(a-p) î (ar^d)] î [(b'vc) t (b^S)] 
= [(«îft)-c]î[(aî6)'^<^ 

= [(a^c)t(6'^c)]tt(«^rf)t(6'^d)]. 

Si l'opépation t est associative, on devra donc avoir, en 
transposant les crochets, 

■ • 

et par suite, si cette même opération est complètement uni- 
forme [372], il faudra que Ton ait 

et comme o<^d etfc^c sont des objets quelconques, Topé- 
ration I devra être, de plus, commutative. 

On voit donc que, lopération t étant supposée associative et 
complètement uniforme, la condition nécessaire et suffisante 
pour que la distributivité, par rapport à |, de Fopération <^, 
relativement à Tun de ses termes entraine la distributivité 
relativement à Tautre, est que Topération | soit commutative. 

386. Considérons maintenant les objets de la série (Â), 
réciproque de (A) par rapport à l'opération | (*). En faisant 
b=â dans l'égalité (35), il vient, à cause de a|â=}i[éq. (25)% 
art. 380, Not^], }a étant le module de l'opération î. 



(*) Par exemple, si | est le signe + de reddition, la série (Â) sera la série des 
quantités négatives. 
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et, si Topération rs est telle que l'on ait (*) 

(37) f*^c = f*, 

on en conclura 

d'où, en désignant par i l'opération inverse de j, et opérant 
par|(a/^c), 



(38) a^c = iil{a^c) = a^Cy 

c'est-à-dire que a^c est l'objet réciproque de a^c par rapport 
à l'opération |. 

Posant, de même, c=& dans l'égalité (36), et admettant 
que l'opération ^ soit telle que l'on ait (*) 

(39) a^|i = fA, 
on trouvera 



(40) a^b = ar^b ^ 

c'est-à-dire que a^6 est le réciproque de a^^ft. 

Enfin, on a, dans l'hypothèse de la distributivité complète, 
à cause des relations (38) et (40), et en admettant les égalités 
(37) et (39), 

(atâ)<^(6t5) = f*'^f* = f* 

= (a^&)î(a^î(â^)î(â^ft) 

= f*î(ÂK^)î(â'^l) = (a^t)t(5^5), 



d'où, en opérant par Ka^^i), 

(41) a^lf = iilia^b) = a^b. 



(•) Pour|=+,'^=XfOnap-=0, et alors (aXc= = [1,0^11=® = !*• 



• 
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Exemples : 

(— 6)Xc = — (6X c), 
ax(— c)= — (axe), 
(-a)x{-b) = {axb). 

387. Considérons enfin la combinaison de Topération | avec 
l'opération v^ inverse de ^. On a, en supposant ^ associative 
et distributive relativement à j, 

= {b^d^B^a)'t {b^c) f 
d'où, en opérant par ^{br^d) 

« 

le second membre n'étant pas, en général, susceptible de 
réduction, à moins que l'on n'ait d = b, auquel cas 

et par suite 

(43) {a^b)Uc^b) = (aU)^b, 

ce qui est d'ailleurs une conséquence du principe distributif, 
puisque cela revient à 

ou bien encore à moins que l'opération r% ne soit commutative; 
alors on a 

(44) {a^b)Uc^d) = [(fl^d)î(<?^6)]^(6^d). 

388. Si l'opération ^ n'est pas commutative, on a 

(45) (a^fc)^(c^rf) = b^a^d^Cy 

ce qui se réduit, dans le cas de la commutativité, à* 

(46) (a'^b)^{c^d) = {a^c)^{b^d). 
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389. En changeant les signes t et ^ respectivement en 
+ et X » on obtiendra les formules qui expriment les règles 
de la multiplication et do la division y avec ou sans commu- 
tativité. 

Ainsi, dans le cas de non-commu tativité, on a 

ft.d. T 'Ct + be 
a c 

a c 2__^ 1 

r 

Dans le cas de la commutativité, on retrouve les formules 
connues. 
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CHAPITRE IL 



DES QUANTITES COMPLEXES EN GENERAL. 



§I«. 



Propriétés générales. 

390. Soient t, , «, , t| , . . . diverses quantités constantes, irré- 
ductibles entre elles et avec Tunité qui sert à former les 
quantités numériques ou réelles. Appelons ces quantités des 
unités imaginaires^ par analogie avec la dénomination adoptée 
jusqu'ici pour désigner la quantité t = K— 1 . 

Nous supposerons chaque unité imaginaire û susceptible 
d'addition avec elle-même, et par suite aussi de multiplication 
et de division par un nombre quelconque entier, fractionnaire 
ou incommensurable, positif ou négatif (^). 

Nous admettrons que Taddition d'une unité imaginaire avec 
elle-même et ses multiples jouisse des mêmes propriétés que 
Taddition arithmétique, et il en sera de même, par conséquent, 
de la multiplication ou de la division par des quantités réelles. 
Ainsi Taddition et la multiplication par un facteur réel sont 
des opérations uniformes et associatives. L'addition est com- 
mutative; la multiplication Test en ce sens que nous poserons, 
par définition, a étant une quantité réelle, 

t4 X a = a X f à ; 



(0 On pourrait môme, en vue de certaines recherches algébriques, considérer la 
multiplication d'une unité imaginaire /^ par une quantité complexe ordinaire, de la 
forme ot+pt. Mais cette extension n'étant d'aucun usage dans les applications que 
nous nous proposons de traiter, nous nous contenterons de la mentionner ici. 
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de sorte que nous représenterons le produit indifféremment 
par ifc a ou par au. La multiplication par un facteur réel est 
distributive pour les polynômes formés avec une même unité. 
Enfin la multiplication jouit des propriétés exprimées par les 
équations 

D'après cela, on aura, par exemple, 

ik^a^:^ a.ik , û .0 = O.û = , 
fk.(a + 6) = (a4-b).û = flt*-i-&f* , 

a et 6 étant des quantités réelles. 

391 . Supposons maintenant qu'avec différentes unités ima- 
ginaires t'i, t,, ... on ait formé des monômes à coefficients 
réels ajt, ,a^t,, .... Appelons addition une opération exé- 
cutée sur ces monômes, et jouissant de toutes les propriétés 
essentielles de l'addition arithmétique, c'est-à-dire une opé- 
ration uniforme, associative, commutative, et satisfaisant à la 
condition a + = + a=-a. La manière dont cette opération 
s'effectuera dépendra de la nature des unités imaginaires. 

392. Cela posé, nous appellerons quantité complexe toute 
expression linéaire par rapport à des unités imaginaires, et de 
la forme 

tfo M- a|f| -f- a,t, + ... , 

^0} ^19 ^19 • •• étant des quantités réelles. 

Nous supposerons que l'opération qui relie les divers termes 
de la quantité complexe et que nous appellerons addition est 
commutative comme l'addition ordinaire. 

Si les unités imaginaires distinctes i, , t,} ..., sont au 
nombre de n , nous dirons que la quantité complexe est de la 
n*^* classe. Une quantité complexe ordinaire est ainsi de 
la première classe. 

393. Dans une quantité complexe, nous supposerons toujours 
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les unités imaginaires distinctes entre elles ; c'est-à-dire que 
ces unités ne devront satisfaire à aucune relation linéaire à 
coefficients réels, de la forme 

(1) «0 "*" «1^1 + ^t'i + ••• ■♦■ «»•» = , 

où les nombres a, , a, , . . . , On ne seraient pas tous nuls sépa- 
rément. 

De cette hypothèse il résulte que, toutes les fois qu'un 
calcul, fait sur des unités imaginaires distinctes, conduira à 
une équation de la forme (1), cette équation se décomposera 
nécessairement dans les n -h 1 équations 

394. Telles sont les propriétés que nous supposerons d'abord 
exister chez les quantités complexes dont nous nous occupe- 
rons. L'éttiblissement même de ces propriétés dépend des 
considérations spéciales qui donnent naissance à ces quantités, 
et nojis les démontrerons en même temps que nous étudierons 
la représentation des objets concrets à l'aide des symboles com- 
plexes. 

395. En suivant la marche tracée dans les raisonnements 
généraux du Chapitre précédent, on parvient sans peine à 
établir les formules suivantes. 

Désignons, pour abréger, parlait* (i^ représentant Tunité 
numérique) la quantité complexe 

^0 "+■ ^1»! + ••• ■*• ^•« • 
De la commutativité de l'addition des termes d'une quantité 
complexe et de la distributivité de la multiplication d'une 
même unité par des facteurs réels résulte la formule 

(^) ^a» û -4-^6» I* = i(flfc -H bk) ik . 

De 0» + J» = frfc + «» on tire 
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L'addition de deux quantités complexes, formées avec les 
mêmes unités, est donc commutative. 

On verra de même que cette addition est associative, c'est- 
à-dire que Ton a 

L'égalité iajkû=^6*û pouvant s'écrire 

^{ak — bk)ik = Oy 

on en conclut [393] Ou — J* = pour toutes les valeurs de 
l'indice k. Donc deux quantités complexes, dont les unités 
sont toutes distinctes^ ne peuvent être égales qu'autant que les 
coefficients des mêmes unités sont égaux de part et d'autre. 

396. Soit une quantité complexe 

(S) ; = rto 4- a^i^ 4- ... 4- anin . 

On pourra remplacer dans le calcul une quelconque t'i des 
unités complexes par cette quantité;. On a, en effet, le coeffi- 
cient a. étant supposé différent de zéro, 

. 1 . a^ a, . On . 

relation qui exprime », en fonction des n unités 

j 9 tf , ••• > tu . 

De plus, ces nouvelles unités sont distinctes; car s'il existait 
entre elles une relation linéaire de la forme 



« 







+ «J-ha,t, -+- ... 4-a«û = 0, 



en y mettant pour; sa valeur (5), cette relation se changerait 
en une relation linéaire entre les anciennes unités t\, t'u . • . > int 
qui ne seraient plus distinctes entre elles ^ comme nous les 
supposons. 
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Il s'ensuit de là que, si ;, , j, , . . . , ;• sont des fonctions 
linéaires de t,, •,, . . . , •„, telles que 



ji = ai -h a[i\ -h ... 4- ait» 5 



et dont le déterminant 



ne soit pas nul, ces n fonctions ji pourront être considérées 
comme de nouvelles unités imaginaires, distinctes entre elles 
et pouvant remplacer les unités primitives t»* 

397. On entend pdiv produit de deux quantités complexes 

A = do 4- a^fj -H ... -h Onin = 2à0hh , 

formées avec le même système d'unités imaginaires, Texpres- 
sion 



AB 



= jL«»«*.iftjti = ^a»&i«*fi, (*,/ = 0,1, ...,«)j 



formée d'après le principe distribut if de la multiplication des 
polynômes [25] et suivant les règles de la multiplication ordi- 
naire des monômes, si ce n'est en ce qui concerne la multipli- 
cation des unités imaginaires entre elles, laquelle n'est pas 
généralement commutative. Ainsi il n'est pas permis d'y 
réduire ensemble les termes en n ù et ceux en t, û. 

Le sens que l'on attache à un produit de deux unités imagi- 
naires i„ il peut varier à l'infini. C'est la définition spéciale 
d'un tel produit qui forme le caractère propre de telle ou telle 
espèce de multiplication des quantités complexes. Nous verrons 
des exemples de la manière dont une telle définition peut 
s'établir. 

398. Nous supposerons seulement, dans ce qui va suivre, 
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que la multiplication des unités soit une opération associative, 
c'est-à-dire que Ton ait 

(t*t|)tm = tfc(t|t«). 

On conclut de là que 

= 2d(^h biCm (Û il) im = ^ Afc blCmik (litm) 

= 2à0kik^2^ blCmÙim = 2d Ohik . V^ blù . 2ià Cmim) • 

La multiplication de plusieurs quantités complexes est donc 
associative, dès que celle des unités imaginaires jouit de cette 
propriété. 
De plus, 

\^ akik + 2d bkik) . ^ <?>. t'm = ^ {au -H bu) h . 2àCmim 
= JL (fl* 4- bk) Cmibim = 2^akC„,ik ù -♦- ^ buCmiuL 

Donc la multiplication des quantités complexes est distributive 
par rapport à son premier facteur. On prouverait de même 
qu'elle est distributive par* rapport à son second facteur, et 
par suite qu'elle est complètement distributive (art. 385). 

399. De la définition de la multiplication résulte son uni- 
formité. Mais nous verrons que cette uniformité n'est pas 
toujours réciproque^ et qu'un produit peut, dans certains cas, 
rester invariable, lorsqu'on seul de ses facteurs varie. Par con- 
séquent, l'opération inverse de la multiplication, c'est-à-dire 
la division, peut quelquefois être indéterminée. 

400. Un produit de deux quantités complexes se présente 
immédiatement sous la forme d'un polynôme du second degré 
par rapport aux unités imaginaires, et par conséquent sous la 
forme d'une quantité complexe d'un degré supérieur au 

• premier. Si l'on conservait le produit sous cette forme, il 
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faudrait regarder les carrés et les produits des unités imagi- 
naires primitives comme de nouvelles unités, que Ton pourrait 
appeler unités imaginaires du second degré. De même, un 
produit de trois facteurs amènerait des unités du troisiètne degré, 
et ainsi de suite. 

Dans la théorie des quaternions, nous n'aurons pas Tocca- 
sion d'employer de système de cette nature, et nous ferons 
seulement usage de quantités complexes formant un système 
limité, dans lequel les carrés et les produits deux à deux des 
unités primitives seront exprimables par des fonctions 
linéaires de ces mêmes unités. On conclura de là sans peine 
qu'il en sera de même des puissances et des produits quelcon- 
ques de ces unités, et par suite des puissances et des produits 
quelconques des quantités complexes qui en sont formées. 

401. Dans les calculs où il n'entre qu'une seule unité ima- 
ginaire, combinée avec des quantités réelles, la multiplication 
est commutative, et se fait exactement par les mêmes règles 
que celle des quantités réelles. # 

402. Soit maintenant un système d'unités imaginaire^ 
t\ , f\ , . . • , û 9 au nombre de n, et supposons que le produit de 
deux quelconques de ces unités soit de la forme 

ik il = /"o -+- A«i 4- ... 4- fnin . 

En considérant les produits de l'une des unités i\ par 
lesn — 1 autres, on devra donc avoir n — 1 équations de la 
forme 

«1*1 = fto + ftlÛ + ••• + bnin , 
«i*l = Co + Cl t'i + . .. + Cnin , 



il in = Aq 4- Ajl'i 4- ... -H hnin , 

que l'on peut écrire ainsi 

(&, — t\)t,4-6,t, 4- ... -t- 6ntn = — &o — &1«1 , 
CfÛ + (^8 — «l) »« 4- ... 4- Cjn = — Co — C^tV , 

A,t,4- ft,t, 4- ... 4- (*n — t'Oin = — Ao — *!«! . 
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En ajoutant ces équations^ multipliées respectivement par 
les déterminants mineurs correspondants à la (* — iy*"* ligne 
verticale du déterminant 

61 — t'i frs ••• bn 



A = 



considérés comme premiers factexirsy il viendra 

Le carré' lî étant supposé exprimé, comme les autres pro- 
duits, par une fonction linéaire des n unités» 

1* = «0 + a^tj 4- a,t, + ... -h antn , 

substituons les valeurs précédentes de 

Af, , At, , ... , Af« 
dans Texpression 

m 

a 

Atf = aoA + aiAi4 -t- a,At, -+- ... + a„At„. 

On obtiendra une équation algébrique entre t\ et des quantités 
réelles (*), et cette équation sera du degré n + 1 par rapport à i,, 
le coefficient de la plus haute puissance étant Tunité. Or, si 
Ton désigne par a, , a,, . . . , On+i les racines de cette équation, 
lesquelles sont des quantités complexes ordinaires , Téquation 
pourra s'écrire identiquement sous la forme 

On conclut de là que, si Ton admet qu'un produit ne puisse 
s'évanouir qu'autant qu'un de ses facteurs s'annule, l'unité 
imaginaire i^ devra être une des racines d'une équation algé- 



(^) Ou des quantités complexes ordinaires, si l'on admet l'extension indiquée 
dans la Noie de l'art. 890. 
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brique, et par conséquent une quantité de la forme p + î K^, 

absolument comme Tunité imaginaire des quantités complexes 
ordinaires. 

403. Il devra en être de même pour les autres unités 
i,, ...,!«; de sorte que, si Ton désigne par/i,;,, ...,;i, des 
quantités assujetties à avoir pour carré — 1 , mais pouvant 
représenter des objets de nature quelconque, et restant 
toujours irréductibles les unes aux autres par voie d'addition, 
on pourra poser 



t« = Pn-h Qnjn 



Si Ton substitue ces valeurs dans Texpression d'une quan- 
tité complexe quelconque 

«0 + a^tj H- ... -4- Ont'ii , 

cette expression prendra la forme 

fta + 1^1/1 ■+■••• + &*;«, 

et par conséquent une quantité complexe peut toujours être 
représentée au moyen d'unités imaginaires dont chacune a 
pour carré — 4 . 

Ainsi nous supposerons, dans tout ce qui va suivre, que les 
unités imaginaires sont choisies de manière que leur carré 
soit l'unité négative. 

404. Ces conclusions devraient être modifiées, si l'on 
admettait dans les calculs l'introduction de l'unité imaginaire 
ordinaire t , concurremment avec l'unité imaginaire i\ , en la 
considérant comme irréductible avec elle. Alors le théorème 
fondamental de la théorie des équations algébriques n'aurait 
plus lieu, et un produit pourrait s'annuler sans qu'aucun 
de ses facteurs devint égal à zéro. 
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Considérons, par exemple, l'équation 

et, pour la résoudre, posons 

L'équation deviendra 

et elle sera satisfaite si on la partage dans les deux équations 

a?* — y*-*- 1 = 0, xy = Of 
qui donnent les systèmes de solutions 

il7== + t, — t, 0, 0, 

y= 0, 0, 4-1, -1, 

et par suite, si tj est considéré comme irréductible avect, 
l'équation z* + 4 =0 admettra les quatre solutions 

z = -hi, — f, -M\, — 1\. 

De cette manière le premier membre z* + 1 , qui est identi- 
quement égal à 

pourra s'annuler sans qu'aucun des facteurs z + i, z — • 
s'annule. 

Si l'on opère donc simultanément avec plusieurs unités ima- 
ginaires irréductibles entre elles, une équation algébrique 
pourra admettre plus de racines qu'il n'y a d'unités dans son 
degré. 

§ IL 

• Des nombres alternés. 

405. Pour donner un exemple du calcul d'un système de 
quantités complexes, prenons celui qui a été proposé pour la 
première fois par M. H. Grassmann en 1844, et que Cauchy a 
traité depuis sous le nom de Clefs algébriques. 

SI 
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Dans ce système, la multiplication des unités imaginaires 
est soumise aux règles suivantes : 

\^ Le produit de deux unités change de signe quand on 
intervertit l'ordre des facteurs, 

ikii = — ùù; 
d*où il résulte que 
2^ Le produit d'une unité par elle-même est nul, 

tfcû = . 

Ces règles étant posées, on a, pour le produit de deux quan- 
tités complexes quelconques 



A 



= ^ Ohû , B = 2àbiii3 



=2 



AB 

d'où l'on tire immédiatement 

=2 



(h ai 
hbi 



tkUf 



BA 



b,bi 



fk»l = — AB 



Donc, dans ce système, le produit de deux quantités complexes 
change de signe lorsqu'on intervertit l'ordre des facteurs; d'où 
il résulte que le produit d'une quantité complexe par elle-même 
s'annule, 

A.A = 0. 

On voit là un exemple d'un système dans lequel l'annulation 
d'un produit n'entraîne pas celle de l'un des facteurs. 

406. Si l'on compare la règle de l'alternance des signes 
dan? la multiplication avec la règle qui sert à fixer le signe 
d'un terme d'un déterminant, on voit que, dans les deux cas, 
si Ton part d'un terme où tous les facteurs soient rangés dans 
leur ordre naturel, et que l'on considère ce terme comme 
ayant le signe + , par exemple, le signe d'un produit formé 
par une disposition quelconque des mêmes facteurs sera, dans 
les deux cas, celui de — 1 élevé à une puissance égale au 



DES QUANTITÉS COMPLEXES. 323 

ûombi:e des dérangements que présentent les facteurs pris deux 
à deux. Ainsi, la disposition bd£âg présentant les 5 déran- 
gementsBA, da, dg, ea, eg, on aura 

BDEAC= (— 1)'ABCDE. 

407. Il résulte de là que, si les quantités complexes A, b, . . . 
représentent des rayons ou lignes droites dirigées dans le plan 
ou dans Tespace {voir le Chapitre suivant), le produit de deux 
rayons OA=a,AB = b représentera, en grandeur et en posi- 
tion, Taire du parallélogramme construit sur OA et AB, c'est- 
à-dire le produit OA.AB sin OAB. Le produit de trois rayons 
OA=A, OB =b, OG=g est, en grandeur et en position, le 
volume du parallélipipède construit sur ces trois rayons. 

En effet, soit 

on aura, par ce qui précède. 



AB = 






%,t 



!•« 



De même, si Ton fait 



= ^4 îi H- Cjt't -f- C,t, , 



on aura 



ABC = 



«1 


«1 


0. 


bi 


ft. 


6. 


Ci 


Ci 


c. 



htth 



Or on sait que les multiplicateurs de t\t, et de i^i^i^ sont les 
valeurs numériques de Taire et du volume en question. 

408. Dans ce système, la division est indéterminée. On a, 
en effet, n étant un nombre réel quelconque, 

AX = A(x + nA), 

puisque A* = 0. Si donc on pose 



AX = B 
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et que -soit une des solutions de' cette équation, la valeur 
générale du quotient sera 



ou encore 



B 
X==- -MIA, 
A 



x= -, mod.A; 

A 



409. Décompositi<m des déterminants en facteurs . 
Le produit des facteurs 

où les indices A, /, . . . , m doivent être permutés de toutes les 
manières possibles, les produits contenant deux indices égaux 
disparaissant, peut s'écrire, en désignant par [kl... m] le fac- 
teur ±1, suivant que le nombre des dérangements de la suite 
ifc, /, . . • , m est pair ou impair, 

= iiù • . . in^ [kl... m] alaj . . . a^j^ 

a[a[... a^î^ 
a[a[... a<;^ 



— ti t j • • . Il 



a^a'n... aï 



Ainsi un déterminant quelconque peut se décomposer en un 
produit de facteurs complexes. 

410. Si Ton considère le produit 
{a[i^ 4- ... + oit,) ... {a^^ii + .-. + a^lHn) 

et que p soit > n , les f nombres A; , { , . . . , m , dont les valeurs 
doivent être prises dans la suite i, 2, .. . , n, ne pourront pas 
6tre tous inégaux entre eux. Donc le produit t* ii . . . i» s'annu- 
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lera toujours, et par suite aussi le produit des facteurs 
complexes. 

Pour p = n, on a la formule relative aux déterminants. 

Pour p<n, on pourra partager les termes de la somme 

^dL . . . a^!;^ tfc ! . . t^ en sommes partielles correspondantes aux 
diverses combinaisons possibles de n nombres p à p. Chacune 
de ces sommes partielles formera un déterminant. Donc le 
produit des p facteurs complexes sera la somme, multipliée 
par tit,...t», de tous les déterminants que Ton peut former 
avec les éléments du tableau 



a' a' flfpJ 



en prenant les lignes horizontales p à p de toutes les manières 
possibles, c'est-à-dire que 

Multipliant cette équation par 

(a^»)i, + ... + air"«») ... (a',"'», 4- ... + «ïù) 

= ^ I «TV «?■"' - «Ir'l • «».a.. «■» 

on aura le théorème de Laplace 

1^;^; ... «L-n = 2[*i*. ...*«]. !«;,«;, ... «çj . |«i;:î^«i;:;' ... <| . 

41 1 . On a de même les autres théorèmes fondamentaux de 
la théorie des déterminants. Soit 

a' = «Iti -f- ... + ait» , 
AWz=a(jU\4- ...-♦- alT^û. 



p+i*" •*!• J 
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On a . . 

a' a' . , . A^*5 = \a[a\.., cL"^ 1 . tj t, ... t, . 

Si de même 

on aura 
et par suite 

B*B'...BW=|ft;6î...6i'»)|.|a;fl;...airM.tit,.-.t-/ 

Or si la substitution des a dans les b donne 

B' = 2rf cil» 5 . . . , Bf"^ =^ ci" û , 
où, en général, 

ci') = 6?)ai + tï)aî+ ... + fti?ai-î , 

on en conclura 

B'B'...Bf"^ = IclcJ...cîrM «iiif ••• in i 

d'où Ton tire le théorème de la multiplication des déter- 
minants, 

\c[cl...c^:)\=\a[a\...al^^.\b[K...bl^^\. 

413. Soient les équations linéaires 

2a?^x» = B', ... , S^î'x» = Bf") . 

Multiplions-les respectivement par i|, ..., ù, et ajoutons. On 
a alors, en posant 

A' = 2a;ti, ..., Af") = 2«l"^î*<, B = 2Bf'^i<, 

réquation 

2a(»Jx» = b. 

Multipliant les deux membres par a' . . . a<**\ il ne reste dans le 
premier membre que le terme en Xj, d'où 

XJA'A'A''...AW = BA'A''..•A"^ 
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c'est-à-dire 

x^.\a[a[...a^;^=l\ Baja^ ...alrM- 

413. Nous renvoyons, pour plus de détails sur cette étude, 
aux ouvrages de Grassmann (') et aux Mémoires de Saint- 
Venant (') et de Cauchy (•). 



(1) Die Wissenschaft der extensiven Grôssen; iSU. 

Geometrische Andlyse, géknûpft an die von LeilnUx erfundene geomeîrische Cha- 
rakt&riaik; 1847. 
Ausdehmêngslehre; 1862. 

(*) Comptes rendus, t. XXI, p. 620; 1845. 

(S) CompUs rendus, t, XXXVl, p. 70, 129, 161; 1853. 
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CHAPITRE III. 

TRANSLA.TIOHS; ADDITION DBS VECTEURS. 



§1-. 

Définitions et principes généraux. 

414. Soient un point fixe de Tespace, pris pour origine, 
et A un autre point quelconque. Ce point sera déterminé 
lorsque la droite OA, qui va de l'origine à ce point, sera 
donnée en grandeur et en direction. 

Nous appellerons cette droite, suivant laquelle nous con- 
cevons que s'effectue le transport de en A, le rayon vecteur , 
ou simplement le vecteur du point A. 

Cette translation de en A peut s'effectuer en déplaçant 
parallèlement à lui-même un système solide quelconque, 
lié au point mobile, le déplacement ayant lieu de manière 
que chaque point du système décrive une droite égale et 
parallèle à OA. 

Nous dirons, dans ce cas, que tous les points du système 
subissent des translations égales à OA. En d'autres termes, 
nous dirons que deux translations qui font décrire à deux 
points des droites égales et parallèles , sont égales entre elles. 

Si ' donc nous considérons les droites dirigées ou vecteurs 
comme représentant des translations d'un système quel- 
conque, nous dirons que deux vecteurs sont égaux^ lorsqu'ils 
sont de même longueur j parallèles et dirigés dans le mène sens 
(art. 89). 

415. Si l'on fait glisser le système parallèlement à lui-même 
le long d'une droite AB, puis le long d'une autre droite BC, 
tous les points du système décriront deux côtés de parallélo- 
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grammes égaux, et parviendront en même temps aux extré- 
mités des diagonales de ces parallélogrammes. Or, toutes ces 
diagonales, étant égales et parallèles, formeront des vecteurs 
égaux. 

Le résultat de ces deux translations successives est donc, 
pour un point quelconque, le même que celui de la trans- 
lation unique et déterminée AC. On voit donc que la combi- 
naison Â^^BC de deux translations est une opération uni- 
forme. 

Déplus, si vn setdAes vecteurs A B,B G varie, A G variera. 
Donc l'opération est complètement uniforme (art. 372). 

416. Si, au lieu de faire décrire au point A les côtés AB,BG 
du parallélogramme ABCD, on lui avait fait décrire les deux 
autres côtés AD,DG, on aurait encore obtenu pour résultat la 
même translation AG. Or, puisque Ton a AD=BG et DG=AB 
en grandeur et en direction, la première combinaison de 
translations étant représentée par AB'^BG, la seconde pourra 
l'être par BG^AB. Donc, on a 

AR^BG = AG = BG^AB, 

c'est-à-dire que l'opération est commutative. 

417. Faisons maintenant parcourir au point mobile les trois 
arêtes contiguës d'un parallélipipède ABGDEF6H, savoir, 
AB,BF,FG. On a évidemment 

AB^BF = AF , AF^FG = AG ; 

BF^FG = BG , AB^BG = AG . 
Donc 

(AB'-^BF)^F6 = AB^(BF^FG) , 

L'opération est donc associative. 

Enfin, si l'un des vecteurs AB,BG s'annule, le résultat 
AB'^BG se réduit à l'autre vecteur. 

Donc cette opération de la combinaison des translations 
possède toutes les propriétés essentielles de l'addition ordi- 
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naire (art. 353). De plus, elle se réduit à cette addition dans 
le cas particulier où les vecteurs sont situés en ligne droite. 
On peut donc, d'accord avec le principe de permanence, 
appeler addition des vecteurs cette combinaison des transla- 
tions. 

418. Nous aurons^ d'après cela, quels que soient les points 
A,B,C, 

(1) AB-hBC = AC. 

De même, pour un nombre quelconque de points dans Tes- 
pace A,6,G,D, ..., K,L^ on aura 

AB 4- BC 4- CD -+- . . . -+- KL = AL . 

Ainsi, le vecteur qui ferme un polygone quelconquCi dont les 
côtés sont des vecteurs, est égal à la somme de .tous les 
autres côtés. 

Si le polygone se ferme de lui-même, la somme de tous ses 
côtés est nulle, et réciproquement. 

419. L'addition des vecteurs étant une opération complè- 
tement uniforme, la soustraction est une opération déter- 
minée (art. 372). Elle sera définie par l'une ou l'autre des 
deux équations 

(2) AB = AC — BC, 

(3) BC = AG — AB, 

qui sont équivalentes à cause de la commutativité de l'ad- 
dition. 

Si le point G coïncide avec A, A G devient AA=0=le 
module de l'addition (art. 377). On a ainsi AB+BA=0, d'où 

(4) BA = — AB, 

— AB étant la quantité réciproque de AB (*) 



(^) Les Yecteun A B, CD, ... se comportent dans ces formules comme le feraient 
les différences B— A, D— G, ..., si À, B, C, ... représentaient des quantités. 
C'est ce que l'on exprime symboliquement en assimilant le vecteur AB à la dilfé- 
renée des poinU A et B, prise en retranchant le premier du second. 
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A Faide de Téquation (4), on pourra toujours remplacer la 
soustraction d'un vecteur AB par Taddition de son réciproque 
BA, de sorte que, au lieu de AG — AB, on pourra écrire 
AG+BA. 

4-20. Si Ton ajoute deux vecteurs situés en ligne droite, la 
somme sera un vecteur situé sur la même droite, et dont la 
longueur sera la somme ou la différence des longueurs des 
deux premiers, selon que ceux-ci seront de même sens ou de 
sens contraire. 

Si Ton ajoute un nombre n de vecteurs égaux en grandeur 
et en direction, la somme sera le produit de Tun de ces 
vecteurs par n, et ce produit sera un vecteur de même direc- 
tion et de longueur n fois plus grande. 

Du cas de n entier, on passe, par le raisonnement connu, au 
cas de n fractionnaire ou incommensurable. 

424. D'après cela, AB étant-un vecteur quelconque, n.AB 
représentera un vecteur de même sens ou de sens contraire, 
selon que n sera positif ou négatif. Ainsi, une relation entre 
deux vecteurs AB,GD, de la forme 

. AB4-n.CD = 0, 

oû\i est un nombre réel, exprime qne les droites kB etCH sont 
parallèles. 
On a évidemment 

n.AB= — n.BA. 

422. On conclut de là cette proposition importante : 

S'il existe entre deux vecteurs AB , GD une relation de la forme 

(5) w.AB4-n.CD = 

(m et n étant réels), sans que kB et CD soient parallèles ni nuls^ 
il faudra nécessairement que les coefficients m et n soient nuls 

« 

séparément^ de sorte que P équation se décomposera dans les deux 
suivantes^ 

m = 0, n = 0. 



332 THÉORIE ÉLÉMENTAIRE 

Pareillement, si^ entre trois vecteurs AB, CD, EF, non j^ara/- 
lèles à un même plan, il existe une relation à coefficients réels 
/^m^n, de la forme 

(6) /.AB + m.CD + n.EF = 0, 

sans qu*aucun de ces vecteurs soit nulj l'équation se décomposera 
en trois autres ^ 

/ = 0, m = Q, n = 0. 

Car la somme de deux termes du premier membre de (6) 
est un vecteur situé dans un plan parallèle à ces deux termes, 
et par suite ne peut être égal et opposé au troisième terme. 

423. En vertu de la définition de l'addition, un vecteur 
quelconque a est égal à la somme de ses projections sur trois 
axes rectangulaires quelconques Oit, Oi,, Oi,. 

Désignons par i, , i, , i, des unités de longueur portées sur ces 
trois axes, dans le sens porttif, à partir de l'origine^ Tout 
vecteur porté sur Oi,, par exemple, pourra être représenté par 
le produit de i^ multiplié par un facteur numérique, positif ou 
négatif, suivant que cette longueur devra être portée dans le 
sens positif Oit ou dans le sens opposé, et dont la valeur 
numérique exprimera la longueur absolue de ce vecteur. 

Par conséquent, les trois composantes ou projections de A 
sur les trois axes pourront s'exprimer respectivement par 

a^J^y a,i,, fl,i, , 

aj, a,, a, étant les projections algébriques de A sur les axes. 
On aura ainsi 

(7) A = ûfjri4-a,i,4-a,i5. 

424. Les trois vecteurs i,,i,,i, n'étant pas parallèles à un 
même plan, il ne pourra, d'après ce que nous avons vu dans 
l'art 422, exister entre eux aucune relation à coefficients réels, 
de la forme 
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à moins que chacun des coefficients a^^a^,a^ ne s'annule 
séparément. Donc ces unités ii»!.,!, sont irréductibles entre 
elles (art. 393) au moyen de Taddition telle que nous Tavons 
définie. 

Un vecteur ainsi décomposé se présente donc sous la forme 
d'une quantité complexe à trois unités imaginaires irréduc- 
tibles. 

425. Il s'ensuit de là que Ton peut appliquer aux vecteurs, 
mis sous la forme (7), les formules que nous avons établies 
pour les quantités complexes en général. 

Par exemple, si Ton a deux vecteurs 

leur somme pourra se mettre sous la forme 

426. Deux vecteurs a,b seront parallèles, si Ton a, entre 
leurs composantes^ les relations 

Ils seront perpendiculaires, si Ton a 

djfci 4- a,6j| 4- «363 = . 
En général, ils formeront un angle dont le cosinus sera 

en désignant par ® a,®b, comme nous le ferons toujours dans 
la suitey les longueurs ou modules (^) de ces vecteurs, c'est-à- 
dire les expressions 



^ A = Va\ -h a\ -h al , 'S b = Kfrî -h b\ + bl . 



0) TensorSf suivant la dénomination employée par Hamilton. 
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427-. Si Ton représente par OA=a un vecteur constant, et 
par t un facteur numérique variable, Téquation 

(8) OM = f.OA, ou x = A^ 

représentera le vecteur d'un point quelconque de la ligne OÂ, 
considérée comme prolongée indéfiniment dans les deux sens. 
Ce sera donc Véquation de cette droite. 

Il est clair que cette équation n'est pas altérée, si Ton prend 
pour variable, au lieu de ï, le produit kt de t par un facteur 
réel k, ce qui revient au même que si Ton avait multiplié par k 
le coefficient complexe a. Donc^ Péquation d^une droite passant 
par ^origine n'est pas altérée, lorsqu'on multiplie le coefficient 
angulaire k par une constante réelle quelconque. {Voir art. 425). 

428. Si Ton ajoute au vecteur OM, déterminé par l'équa- 
tion (8), un vecteur constant OB=MN = b, Téquation 

(9) ON = X = Af + B 

représentera une droite parallèle à la droite (8), et passant par 
l'extrémité B du vecteur OB. 

429. Si l'on veut exprimer les vecteurs constants A et b au 
moyen de leurs composantes rectangulaires, Téquation d'une 
droite quelconque passant par le point B prendra la forme 

(10) X = {aj-h 6^)ii + (a,f H- 6,)it -^ K^ + 6j)ïs • 

Ainsi le vecteur d'un poiçt variable d'une droite est repré- 
senté par upe expression de la forme 

linéaire et homogène par rapport aux unités imaginaires 
iiiïijïiï^t dont les coefficients a?i,a?,,ar, sont des fonctions 
réelles et du premier degré d'une variable réelle t. 

430. x étant le vecteur d'une droite, et X,l des conçtantes, 
dont la première soit un nombre réel, la seconde un vecteur 
quelconque, 

X' =XX 4-L 
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sera Téquation d'une droite, cette expression étant toujours 
réductible à la forme (10); et, de plus, cette droite sera paral- 
lèle à la droite qui a pour vecteur x. 

431. Considérons maintenant Téquation 

(H) X = A^ + BUH-C, 

A, 6, G étant trois vecteurs constants, ett^u deux variables 
indépendantes réelles. Pourtt=const., l'équation représen- 
tera une droite parallèle à la droite x=Af + c. En faisant 
varier u , on aura une série de parallèles à la même droite^ et, 
en faisant partout t=0, on voit que toutes ces parallèles 
rencontreront la droite x=Bt* + c. Donc le lieu de ces paral- 
lèles, représenté par l'équation (11), est un plan passant par 
le point c, et parallèle aux deux vecteurs a et b. 

En remplaçant les vecteurs a , b , c par leurs composantes 
rectangulaires, on voit que le vecteur d'un plan est une fonc- 
tion linéaire complexe de deux variables indépendantes réelles, 
et s'exprime sous la forme 

(12) X = {aj+ M+O'i + («tt+ M+Ou -»- («8^4- M+O's • 
D'après cela, toute équation de la forme 

X î= Aa + Bp+ ..., 

OÙ A, B, ... sont des vecteurs constants, et a, ^, ... des fonc- 
tions linéaires réelles, représentera une droite ou un plan, 
suivant que a,^, ... dépendront d'une ou de deux indéter- 
minées. 

432. L'équation d'une droite passant par deux pointa 
donnés a, b est de la forme 

(13) x = a+(b— A)r, 

ou, ce qui revient au même, en changeant t en l---t, de la 
forme 

(14) • x = (a— B)t-+-«. 
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L'équation (13) peut s'écrire 

x + (^— 1)a— ^B = 0, 

ou, en multipliant par un facteur indéterminé, et désignant 
par p , 9 , r les trois coefficients obtenus, dont la somme est 
nulle, 

(15) pA + gB4-rx = 0, 
avec la condition 

(16) , p+î + r = 0. 

Donc, en égïUant à zéro une fonction linéaire et homogène de trois 
vecteurs, dont les coefficients réels ont une somme nulle, on exprime 
que les extrémités des trois vecteurs sont en ligne droite. 

De même, Féquation du plan qui contient les extrémités de 
trois vecteurs a , b , c peut s'écrire sous la fol^me 

(17) X = A + (b — A)f 4- (c— A)t4 , 

ou 

(18) pA -H jB -h rc 4- *x = , 
p,9,r,« étant tels que 

(19) P'hqi-r'\-s = 0; 

en sorte que les relations (18) et (19) expriment que les 

extrémités des quatre vecteurs a, b,c,x sont dans un même 
plan. 

§11. 

Applications, 

433. Étant dpnnés trois points A , B , C , le point B sera le 
milieu de la droite qui joint les deux autres, si Ton a 

AB = BG, ou OB — OA = OG — OB, 

et, par suite, 
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434. Si A,B,GyD sont les sommets d'un parallélogramme, 
on aura AB=DC, ou, étant le point de. concours des dia- 
gonales, 

OB-OA = OC— OD, 
d'où 

^ AO-OC = BO— OD. 

AO — OCetBO — OD étant des segments pris respectivement 
sur les deux diagonales, c'est-à-dire sur deux droites non 
parallèles, il s'ensuit (art. 422) que l'égalité précédente ne 
peut subsister que si l'on a séparément 

AO— OD = 0, BO— OD = 0. 

donc le point de concours des diagonales est le le milieu de 
chacune d'elles. 

435. Si la somme de trois vecteurs est nulles on peut construire 
un triangle dont les côtés soient égaux et parallèles à ces vecteurs. 

Soient, par exemple, AA',BB',CC' les trois médianes d'un 
triangle ABC. On a 

BA' = A'C = iBC, AA' = AB -+- BA% 
CB' = B'A = |CA, BB' = BC -4- CB', 
AC = CB =r î AB, ce = CA 4- AC, 

d'où l'on tire 

* 

AA' 4- BB' H-CC = (AB-hBC + CA) 4- (BA' + CB' H- AC) 

= |(AB-+-BC + CA)=0. 

Donc avec les trois médianes d'un triangle, transportées paral- 
lèlement à elles-mêmes, on peut construire un autre triangle. 

436. Soient maintenant A',B',C trois points divisant pro- 
portionnellement les trois côtés d'un triangle^ de manière que 
l'on ait 

« 

BA' = n.BC, CB' = n.CA, AC = n.AB. 
En opérant comme dans l'article précédent, on trouvera 
AA'-+-BB'-^CC = (l-h«)(BC + CA + AB) = 0. 

22 
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Donc les trois droites AA\BB',CC' sont égales et parallèles 
aux trois côtés d'un triangle, ce qui est une généralisation de 
la 'propriété des médianes. 

Cherchons le point de rencontre G de BB' et de CC. Posons, 
pour cela, 

BG = t4.BB', CG = t?.CC', 

uetv étant deux inconnues réelles. On a 

BB' = BA + AB=BA-f-(n— 1)CA, 
CC' = CA-hAC' = CA + n.AB, 

d'où 

BG = BA4-AG = tt[BA-4-(n— 1)CA], 
CG = CA + AG = r(CA + n.AB). 

Éliminant A G entre ces deux équations, il vient 

BA — CA = «[BA-f.(n-l)CA]-t?(CA— n.BA). 

Nous sommes ainsi parvenus, en exprimant toutes les lignes 
au moyen de BA et de G A, à obtenir une équation linéaire et 
homogène entre deux vecteurs non parallèles, équation qui, 
d'après Tart. 422, se décompose en deux autres, 

1 =ttH-nv , — 1 = (n — l)tt— t?, 
d'où 

1 — n n 



1 — n-hn* 1 — n-+-n* 

Pour ^=2, ti=t? = ^, d'où l'on conclut aisément que les 

trois médianes concourent en un même point. 

Réciproquement, pour que les trois droites AA',BB',CC' 
concourent en un même point, U faut que, en appelant G' le 
point de concours de GC et de A A', et faisant 



d'où 



CG' = »'.CC', 


AG'=:tt?.AA', 


1— n 

V — 


n 


1 — » -+- »* 
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la valeur de v soit égale à celle de t? trouvée précédemment, 
ce qui exige que Ton ait 1 — n=», ou n=5.' 

437. Si A représente un point de masse m, les moments de 
ce point par rapport aux trois plans Oij,, 1,14,0 ij^ seront 
fna,,wa,,waj. Les sommes des moments de plusieurs points 
A, a', ..., de masses w,m', ..., par rapport aux mêmes plans, 

savoir ^f»a,, ^ma,, ^wa,, seront les composantes du vec- 
teur 

En égalant ces sommes de moments kA.Z^m.A.Zufn.A.Zain. 
on voit que le vecteur du centre de gravité A sera déterminé 
par l'équation 

A = 



2 



m 



Dans le cas de n points de masses égales, A deviendra le 
centre des moyennes distances, 



n 

438. Le centre de gravité de l'aire d'un triangle homogène 
est situé au point de concours G des médianes. Or, nous avons 
vu (art 436) que 

A<î = I AAS BG = |BB', CG = ? CC, 
d'où l'on tire 

AG + BGh-CG = |(AA' + BB'+CC') = 0, 
ou, étant une origine quelconque, 

OG — OA + OG-OB+OG — OC=0, 
0G = K0A + 0B + 0C). 
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m 

G coïncide donc avec le centre des moyennes distances des 
trois sommets. 

439. Considérons actuellement le tétraèdre DABC. Le centre 
de gravité se trouve sur chacune des droites qui joignent deux 
sommets D,Aaux centres de gravité G,Gi des deux faces 
respectivement opposées ABC,BCD, droites qui se coupent 
évidemment, puisqu'elles sont situées Tune et Tautre dans le 
plan qui passe par les deux sommets et par le milieu I de 
Taréte opposée BC. Soit H le point de concours des droites 
D G, A G, y et posons 

DH = tt.D6, AH = t;.A6,. 

Nous avons AH=AD + DH. D'ailleurs 

2DI = DB + DC, 2AI = AB+ AC, 
DG=:i(DA4-DBH-DC)=i(DA-i-2Dl), 
AGj=:{(AD + AB + AC) = i(AD4-2AI) = H3AD-*-2DI); 
donc 

DH=tt.KDA-h2DI), AD-f-DH = t?.K2DI— 3DA), 

d'où, en éliminant DH, 

DA = w.i(DA + 2Dl)-i-r.{(3DA-2DI), 
et, par la règle de l'art. 422, 

ce qui donne w = t? ~ ^ . 
On a maintenant, étant une origine quelconque, 

OH = OA + AH = OBH-BH = OC-hCH = OD + DH, 

d'où 

40H = 0A + 0B + 0G-f-0O-f-AH-4-BH + CH-+-DH. 

Or, AH = |AG. = HAB + AG+AD), etc., d'où, en faisant la 
somme, 

AH-hBH + CH-f-DH=:0. 



DES QUANTITÉS COMPLEXES. 341 

Donc 

OH = KOA-hOB + OC-4-OD), 

et partant le centre de gravité d'un tétraèdre est le centre des 
moyennes distances des quatre sommets. 



I. Si deux triangles ABC,À'B'C' ont leurs sommets 
situés deux à deux sur des droites AÀ',BB',CC', concourant 
en un même point 0, les points de concours des côtés corres- 
pondants B G etB'C',CA et G' A', A* et A' B' seront en ligne 
droite. 

En effet, désignons, pour abréger, par a,b, ... les vecteurs 
OA,OB, ... (art, 419, note), de sorte que le vecteur AB, par 
exemple, sera représenté par b — a. Si nous désignons par 
a,^, ... des coefficients réels, et par d,e,f les trois points de 
concours en question, on aura d'abord 

A'=aA, b'=Pb, c'==vc. 

Ensuite, D étant à la fois sur BC et ^r B'G' , 

D — B=5(C — b), D-B'=8'(c' — B') = «'(7C— ^b), 

d'où, en éliminant d, 

(1— 5) B+ac ==(! — «') pB-f-a'yC, 

et, par la règle de Fart. 422, 

l-î = |3(l-«'), . î = 7«', 

ce qui donne 

3 — -, J — y. . 

7 — P 7— P 

La valeur de d devient alors 

D = ^ . G '- B . 

7 — P 7— P 

En formant par des permutations de lettres les deux expres- 
sions analogues pour les autres points de rencontre, on obtien- 
dra ainsi les trois relations 

. ■ (y_p)D = (l-p)c' — (1-7)B', ■ 

(«-V)E = (1-7)A'-(1-«)C', 
(|S-«)F = (l-|3)B'-(i-^)A', 
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d'où l'on tire 

(l-«)(7-p)D + (l-p)(«-7)E + (l-7)(ig-«)=0. 

On a d'ailleurs identiquement 

Donc (art. 432) les trois points D,E,F sont en ligne droite. 

On pourrait encore le voir en calculant le vecteur DE = e — d, 
ce qui donne • 

Le second membre, ne changeant pas par la permutation cycli- 
que des lettres, représente aussi la valeur de ^^ — -r—^ ^EF; 

donc les deux vecteurs DE,EF, ayant un rapport réel, sont 
en ligne droite. 
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CHAPITRE IV. 



DBS BIRADIALES EN GÉNÉRA !.. 



441. Pour passer d'un point M de la droite OM à un autre 
point N de la mériie droite, il faut multiplier OM par un 
nombre qui exprime le rapport des longueurs OM,ON, ce 

ON 
nombre jTTv étant pris positivement ou négativement, suivant 

que le vecteur ON sera de même sens que OM ou de sens 
contraire. On aura ainsi 

ON 
(1) 0N = 0MX^. 

en supposant les signes^ + ou — incorporés dans les notations 
OM,ON, qui représentent les deux vecteurs. 

442. Supposons maintenant que les deux vecteurs OM,ON 
ne soient pas en ligne droite. Alors le passage du point M au 
point N exigera une double opération : 

i^ Il faudra multiplier la longueur absolue de OM, que 

^ 'Son 

nous désignerons par^OM, par le rapport ;=f-— de la Ion- 

gueur de ON à celle de OM. 

2® Il faudra faire tourner la direction du vecteur OM dans 
le planOMNyde Tangle MON que font entre elles les deux 
directions. 

Nous considérerons ces deux opérations comme ne formant 
qu'une seule opération composée, à laquelle nous donnerons le 
nom de biradiale. Provisoirement, nous désignerons cette bira- 
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diale par la notation MON; ou encore, en représentant para 

'StON 
le ^^^^^JôT^ ^u 'ÏMON de la biradiale, et par a son argu- 
ment j c'est-à-dire F angle MON, considéré à la fois en grandeur 
et en position (*), nous dénoterons la biradiale par le symbole 

dont nous avons déjà fait usage dans la théorie des quantités 
complexes ordinaires. 

as. On voit que^ si Tangle MON était nul, cette double 

opération se réduirait à la simple multiplication par le rap- 

'StON 
port STTii > ^^^^ lequel se changerait la biradiale MON. On 

satisfera donc au principe de permanence en donnant à la 
double opération représentée par une biradiale quelconque le 
nom de multiplication par cette biradiale^ et nous justifierons 
cette dénomination par Texamen des propriétés des biradiales. 
Nous aurons ainsi, par définition, 

(2) ON = OMxMON. 

Par la même raison, nous pourrons considérer la biradiale 
MON, par laquelle il faut multiplier OM pour obtenir ON, 
comme étant le rapport des vecteurs OM,ON, considérés en 
grandeur et en direction, et nous poserons, comme définition, 

ON 

(3) MON = ^. 

444. Les deux parties dont se compose la double opération 
peuvent être exécutées séparément et dans un ordre quelcon- 
que. En effet, au lieu de commencer par multiplier OM par 
le rapport des longueurs 

^0N _ 

«0M~^' 
pour le faire ensuite tourner de l'angle MON=a, ce qui 



(') C'est-à-dire comme ayant une grandeur ei un $ens déterminés Ams un p'on 
déterminée 



DES QUANTITÉS COMPLEXES. 345 

revient à multiplier le résultat OMXa = OM' par la biradiale 

M' ON, de module ^ —1 et d'argument a, et que nous 

représenterons^ d'après le système de notation adopté, par le 
symbole 1«; on peut commencer par faire tourner OM de 
l'angle MON, ou le multiplier par la, puis multiplier le résultat 
OMXl«=ON' par le module a, de sorte que l'on a les éga- 
lités 

(4) OM X a^ = (OM X a) X lo, = (OM X IJ X a. 

Le facteur !«, dont l'effet consiste en un changement de 
direction sans changement de longueur, s'appelle une biradiale 
unitaire ou un verseur. 

Un verseur se réduit à l'unité, quand son argument devient 
nul, c'est-à-dire que l'on a 

(5) lo = l- 

445. Si l'on définit l'opération aa , dont l'effet équivaut aux 
multiplications successives par a et par 1„, comme étant le 
produit de ces deux symboles a et 1^, c'est-à-dire si l'on poise 

(6) a^ = axi«, 
l'égalité 

(7) OMx(axlJ = (OMxa)Xla=OMxaxl» 

prendra la forme associative. 

De plus, des égalités (4) il résulte que l'on devra poser, pour 
être conséquent avec la définition d'un produit, 

(8) axl« = laXa, 

pour que ces égalités subsistent encore pour 0M=1. La mul- 
tiplication d'un nombre par un verseur est donc commutative. 

Observons encore que, si l'un des facteurs, OM ou a, s'an- 
nule, le produit s'annule; si l'un des facteurs 0M,a,l6e se 
réduit à l'unité, le résultat se réduit au produit des deux 
autres facteurs. 

Ainsi la nouvelle opération possède les propriétés les plus 



346 TUKOniE ÉLÉUEXTAIHE 

essentielles de la multiplication ordinaire, ce qui justifie le 
nom de multiplication que nous lui avons donné. 

446. Ces propriétés subsistent encore, quand on multiplie 
un même vecteur consécutivement par plusieurs biradiales. 
Les multiplications successives que subira la longueur du 
vecteur par le fait des modules des biradiales pourront se 
combiner d'une manière quelconque entre elles et avec les 
multiplications par les verseurs. On pourra, par exemple, 
multiplier le vecteur par le produit de tous les modules, dans 
lequel les facteurs pourront être intervertis comme on 
voudra, puis multiplier le résultat successivement par chacun 
des verseurs, en observant seulement que, dans cette dernière 
opération, il n'est pas permis d'altérer Tordre des facteurs 
(art. 507); ou bien on pourra multiplier d'abord par les ver- 
seurs, puis par les modules, etc. 

447. Il résulte de là une conséquence importante : c'est que 
l'on peut isoler les deux éléments d'une bîradiale, en traitant 
séparément la multiplication par le module, laquelle rentre 
dans les règles ordinaires de l'Algèbre, et la multiplication par 
le verseur, laquelle exige une étude spéciale. Nous pourrons 
ainsi, si nous le jugeons convenable , supposer d'abord le 
module égal à Tunité, le rétablissement de la valeur quel- 
conque du module donné pouvant se faire facilement à la fin 
de l'opération. 

448. Si l'on considère le vecteur mobile qui passe de la 
direction OM à la direction ON comme appartenant à un sys- 
tème solide, ce passage pourra s'effectuer en faisant tourner 
de l'angle a, autour de 0, le plan qui passe par OM et ON; ou, 
si l'on veut, en faisant tourner le système de l'angle a autour 
d'un axe a, perpendiculaire au plan MON. Dans ce mou- 
vement, tout vecteur OP, situé dans le plan MON ( ou dans 
un plan parallèle), décrira aussi un angle POQ=a. Les deux 
verseurs correspondants aux angles MON et PO Q devront être 
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considérés comme égaux^ puisque la multiplication par chacun 
d'eux produit sur le système une rotation identique. En asso- 
ciant ces deux verseurs avec le même module, on aura ainsi 
deux biradiales identiques quant à leurs effets. 

Nous dirons donc que deux biradiales sont égales ^ lorsqu'elles 
sont coplancdres^ c'est-à-dire situées dans un même plan (ou 
dans des plans parallèles), et qu'elles ont des modules égaux et 
des arguments égaux et de même sens. 

Ainsi deux biradiales MON, PO Q seront dites égales, lorsque 
les deux triangles MON,POQ, qu'elles déterminent, seront 
situés dans un même plan (ou dans des plans parallèles), et 
qu'ils seront directement semblables. 

On peut donc toujours supposer le premier rayon OM d'une 
biradiale MON égal à l'unité, et représenter ainsi une biradiale 
par un triangle situé dans le plan donné, et ayant pour côtés 
l'unité et'le module, et pour angle compris entre ces côtés 
l'argument. 

La multiplication d'un vecteur OP par la biradiale ION 
consistera donc à construire, sur OP homologue à 01, un 
triangle OPQ directement seniblable à 01N; OQ sera le pro- 
duit cherché. 

449. Si l'on fait passer un vecteur variable (de grandeur et 
de position) de l'état OM à l'état ON en le multipliant par la 
biradiale MON, puis de l'état ON à l'état OP en multipliant le 
produit ON par la biradiale NO P, il est clair que Ton aurait 
pu parvenir directement au même résultat final OP, en multi- 
pliant OM par la biradiale unique M OP. 

Cette biradiale MOP, qui peut remplacer à elle seule l'effet 
combiné des biradiales MONetNOP,est dite le produit de 
ces deux biradiales. Nous justifierons cette dénomination, à 
laquelle nous a conduits l'application du principe de perma- 
nence, en montrant que la combinaison des opérations indi- 
quées par les biradiales MON,NOP jouit des propriétés essen- 
tielles de la multiplication ordinaire, à l'exception de la 
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propriété commutative, qui n'a plus lieu lorsque les deux 
biradiales sont situées dans des plans différents. 

On aura donc, par définition, quels que soient les vecteurs, 
OM,ON,OP, 

(9) M0NXN0P = M0P, 

ou,. si Ton représente (art. 443) chaque biradiale sous la forme 
d'un rapport de deux vecteurs, 

riO^ ON OP_OP 

formule qui satisfait évidemment à la loi de permanence. 

450. Deux biradiales qui ont, comme MON et NOP, un 
vecteur ON commun, sont dites collinéaires . Nous venons de 
voir que, dans ce cas, la multiplication se fait immédiatement. 

Si Ton propose de multiplier entre elles deux biradiales 
non coUinéaires MONjPOQ, on commencera par les trans- 
former en deux biradiales coUinéaires. Pour cela, soit OR Tin- 
tersection des deux plans de ces biradiales ; on fera tourner 
celles-ci auteur de 0, dans leurs plans respectifs, jusqu'à ce 
que le rayon final ON de la première et le rayon initial OP de 
la seconde viennent se placer tous les deux dans la direc- 
tion OR. Soient M'ON',P'OQ' les nouvelles positions des bira- 
diales; on multipliera les deux vecteurs de Tune d'elles, de la 
seconde, par exemple, par un nombre k tel que OP'X* 
devienne égal à ON' (il suffira pour cela de mener N'Q' 
parallèle à P' Q') ; on aura alors deux biradiales coUinéaires 
M'ON',N'OQ', dont le produit sera M'OQ'. 

451 . On appelle biradiales conjuguées deux biradiales copia- 

noires dont les modules sont égaux, et les arguments égaux et 

de signe contraire. Ainsi les deux biradiales MON,M'ON' 

seront conjuguées, si elles sont situées dans le même plan (ou 

dans des plans parallèles), et que les rapports de leurs vecteurs 

ON ON' 

OM'ÔM"' ^^^^^^ égaux, tandis que les arguments MON, M' ON' 
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sont de même grandeur, mais dirigés en sens contraire. En 
d'autres termes, deux biradiales sont conjuguées, lorsque les 
triangles qu'elles déterminent sont situés dans le même plan 
(ou dans des plans parallèles) et inversement semblables. 

Nous désignerons les conjuguées d'une biradiale M0N=i4 
par les mêmes lettres surmontées d'un trait horizontal, ou, 
suivant les cas, par le signe C abrégé de conjugué. Ainsi nous 
écrirons 

©MON = Cil = MON = 2. 

452. Si l'on opère sur un vecteur quelconque par la bira- 
diale MON, ^t sur le produit, par la biradiale con jugée MON, 
les effets des deux rotations égales et de sens contraire se 
détruiront, et le vecteur sera ainsi ramené sur sa première 
direction, tandis que sa longueur aura été multipliée deux 
fois par le module. 

Donc, conformément à la définition du produit de deux bira- 
diales, nous dirons que le produit d'une biradiale A par sa con- 
juguée A est égal au carré du module commun %Ay de sorte que 

(11) A.A=Â.A={'^Ay. 

Si la biradiale A est unitaire et se réduit à son verseur l^^, 
la biradiale conjuguée sera I^ = 1_a, et le produit de la bira- 
diale par sa conjuguée, 

1 r = d 1 =1 
sera égal à l'unité absolue. 

453. Si l'on a uno relation quelconque entre des biradiales 
coplanaires, qui forment une certaine figure dans le plan, et 
que l'on construise la figure symétrique de celle-là par rapport 
à un axe quelconque tracé dans le plan, tous les éléments 
étant les mêmes de part et d'autre, la relation devra subsister. 
Or, dans le passage de la première figure à sa symétrique, 
chaque biradiale se change dans sa conjuguée. On a donc ce 
principe important, qu'une relation entre des biradiales copia- 
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naires continue à subsister, lorsqu'on y remplace toutes les 
biradiales par leurs conjuguées. 

Nous verrons que le même principe subsiste également pour 
les biradiales quelconques. 

454. Pour étudier les questions qui dépendent de la multi- 
plication des biradiales, nous considérerons à part le cas où les 
biradiales sont toutes coplanaires, et celui où elles sont situées 
dans des plans différents. 

Le premier cas a déjà été traité, principalement au point de 
vue algébrique, dans la Première Partie de cet Ouvrage. Nous 
le reprendrons ici à un point de vue différent, ©elui de l'éta- 
blissement d'une méthode analytique pour la solution des 
problèmes de Géométrie plane, comme introduction à l'appli- 
cation des biradiales quelconques à la Géométrie des trois 
dimensions. 
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CHAPITRE V. 

DES BIRADIALBS COPLANAIRES OU QUANTITÉS COMPLEXES ORDINAIRES. 

APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. 



Principes généraux, 

455. Une biradiale située dans un plan donné peut être 
déplacée dans ce plan [448] de manière que son rayon initial 
vienne coïncider avec un axe fixe Oo?., tracé dans ce plan, et 
à partir duquel on compte les angles, et que, de plus, la 
longueur de ce rayon soit réduite à l'unité de longueur 01. 
On pourra donc toujours représenter une biradiale de ce plan 
par 10A,0A étant un vecteur dont la longueur représente le 
module de la biradiale, et faisant avec Oo? un angle égal à 
l'argument de cette biradiale. 

Dès lors, la biradiale lOA sera complètement déterminée 
par le vecteur OA, et pourra être représentée par ce vecteur. 
Nous dirons, dans ce sens, multiplier par le vecteur OA, pour 
signifier la multiplication parla biradiale 10 A. Telle est la 
définition de la multiplication des deux vecteurs situés dans 
un même plan que 1 origine Ox des angles. 

En conséquence, multiplier un vecteur OM par la biradiale 
lOA ou par le vecteur A (en supposant tout situé dans le 
même plan) revient à construire sur OM, homologue à 01 , un 
triangle OMN directement semblable à 01 A, et le produit 
sera représenté par le vecteur ON ou par la biradiale ION. 

456. En se rappelant ce qui a été dit dans la Première Partie 
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(art. 58 et suiv.). on voit que la multiplication de deux bira- 
diales coplanaires, ou de deux vecteui-s situés dans un plan 
passant par la droite, origioe des angles, est une opération 
jouissant des propriétés suivantes : 

1° Elle est uniforme; 

S» Elle est associative; 

3" Elle est commutative ; 

4° Elle est distributive ('); 

5" Elle satisfait à la relation a"0 = Or^a ~ 0; 

6° et à la relation a^l = i"a = a. 

Donc cette opération, possédant toutes les propriétés de la 
multiplication des quantités réelles, doit être soumise abso- 
lument aux mêmes règles. 

457. Le produit de deux biradiales coplanaires ou de deux 
vecteurs a donc pour module le produit des modules, et pour 



(') A Ik dtmoiutntion que nom *von« doaoéa île ceite propoùtion (arl. Cl}, il eii 

]di» limple de lubililuer la luiTanle : 

Sait0H+ON=0H4-MP=0P0lf. <U I* loiiiina de deux vecteun. Si I'od 

Flf ' 81- multiplie ta Iroii IJEnei par le module a du niu)- 

liplicaleur, on aura le lrian|]e OH'P', semblable 

iONP, et riant lequel 

OF=OII'+>l'P', 
e'eat-JHlire 

OPXa=OHX"'+>IPX«. 
ce qui montr» d'abord que la mulliplicatioo ett 
di^tnbulive dam le cai d'un multii>licateur réel. 
En tainant maifltEnaiit lournerun cité OM' du 
triangle OM'P' de l'angle a de labiradiale nulliplicdleur, lei deux aulrei cdlès tour- 
neront au ui chacun du ratme an(1« a. Donc chacune dei lignai OH, ON=UP.OP 
aura tii, en yertu de cette double opération, multipliée par la biradiale ta < '^ P*'' 
roniéquent l'égalité OP, = OH,-t'H,P, pourra l'écrire 

OPX««=(OM+OH)X'»-OMX««+ONX»a. 
c'eit-1-dire que l'opiraliDD eut diitributive relatitemeut au mulUplioande. Comme 
elle ett, en outre, eommutative, ou en conclut (art. S6S) qu'elle ett complètement 
d lit ri but) Te. 
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argument la somme des arguments des deux facteurs. Ce 
résultat montre immédiatement que l'opération est associa- 
tive et commutative. 

458. On conclut de là les règles données (art. 59, 60) pour 
la division et l'élévation aux puissances entières des biradiales 
ou des vecteurs. 

459. Toutes ces opérations sont uniformes, bien que l'ar- 
gument d'une biradiale donnée soit toujours susceptible d'une 
infinité de valeurs différentes, la biradiale ne changeant pas 
quand on augmente son argument d'un multiple quelconque 
de 2tc. On peut en dire autant de toutes les opérations qui 
conduisent à des expressions rationnelles par rapport aux 
biradiales. 

Mais il n'en est plus de même des opérations dans lesquelles 
il entre des expressions fractionnaires des arguments, telles 
que les extractions de racines. Nous avons vu que, dans ce 
cas, on a des valeurs multiformes (art. 68). 

460. Si l'on projette un vecteur a sur deux axes rectangu- 
laires, sur lun desquels les longueurs sont mesurées avec 
r unité réelle, tandis qu'elles sont mesurées sur l'autre au 
moyen de l'unité imaginaire i, ou du vecteur unitaire perpen- 
diculaire à l'axe Oo;, ce vecteur prendra la forme a^-^-dii, et 
les opérations faites sur les vecteurs conduiront généralement, 
comme nous l'avons vu dans la Première Partie, à des expres- 
sions de cette même forme. 

Ce vecteur unitaire perpendiculaire à Ox représente (art. 455), 
la biradiale unitaire rectangle ou le verseur rectangle^ que nous 
avons désigné précédemment par 1^. 

461. Le module du vecteur a=a^'^ a^i étant désigné par a 
et son argument par a , le vecteur pourra se mettre sous la 
forme 

a = agj= a.lgj = a (ces a -m* sin «) , 

23 
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tiOB «et siD « étant les projections du vecteur unitaire 1„ sur 
les deux axes rectanfpilaires. 

En changeant a en — a, ou, ce qui revient au même, i en 
— t, on a le vecteur conjugué 

â=a_(,=a.l_„ = a{coB«— is[nB) = (i,— a,i. 

On a immédiatement, entre deux vecteurs conjugués , le!: 
'"'■ **• relations suivantes ; 





= a, = acos« 




= la partie réelle. 


a—â 
2 


= 0,1 = 18810(1 




= la partie imaginaire, 



oij l'on voit que a + « et a — a représentent deux vecteurs per- 
pendiculaires entre eux; 



i^ïi= 



s> 



v/|='..- 



formutes qui déterminent les composantes du vecteur, son 
module et son verseur. 

46â. Étant donnés deux vecteurs 

a = a„ , & = bp , 
dont les conjugués sont 

« = ■-« . 6 = b_p , 
on aura 

(6) i/ï:*=i/irî. iji^i, 

expression d'un vecteur qui est la moyenne proportimn^le 
bittectrice des deux vecteurs proposés a, b. 
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On a, de plus, 

pour Texpression du verseur de la biradiale formée par ces 
deux vecteurs. 



§11. 

Applications à la Géométrie élémentaire. 

Î63. Nous avons vu (art. 65) comment on établit, au moyen 
du théorème de Moivre, les formules fondamentales de la 
goniométrie. 

Soient maintenant a,b>c les longueurs des côtés d'un 
triangle ABC; a, p, y les angles extérieurs, suppléments des 
angles intérieurs A , B , C du triangle ; on a entre ces angles la 
relation 

(7) a + |3 + 7 = 27r. 

Si Ton désigne par F argument du côté c, ceux des côtés 
a y h seront respectivement 

6-f-|3, et 4-/3 + 7 = 6-1- 2îr— a, 

cette dernière valeur pouvant être remplacée par 6 — a. La 
somme des trois vecteurs AB,BC,CA étant nulle, on a Téqua- 
tion fondamentale de la trigonométrie plane 

(8) Ce-Hao^p + be«« = 0. 

En y faisant 6=0, il vient 

c + a^-f-b_^ = 0, 

d'où Von tire (art. 51), par la séparation du réel et de l'imagi- 
naire,. 

c = — a cos|3 — b C05« , a sin /5 — b sin « = • 
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Si l'on fait 6= — HP + y)=— '^"^ ««» *! vient 



— c, -ha 



— b . =0. 






d'où Ton tire les formules de Mollweide 

aCOS J- (P — y) — (b 4- C) CCS 1 a = , 

asin-l(j3 — y) -H (b — c)sin{a = 0, 

que Ton ramènerait à la forme habituelle en remplaçant a, P, y 
par t: — A,x — B,t: — C. 

464. En désignant par A l'aire du triangle ABC, on a 

2A = b.c.siDa. 

Si Ton représente maintenant par b, c les deux vectmrs AC, AB, 
rapportés à Torigine A, on a (art. 461) 



b=:Kft.6, C=Kc.C, 



verseur A c 



=/!• 



verseur A B 



=V^' 



d'où 



verseur BAC = 



verseur AC 
verseur AB 






4(A=|/»:ïj(/|:f-j/|:l) = 6 



cb = 



b b 
c c 



Si A n'est plus pris pour origine, on remplacera 6, c par 
b — a^c — a, et il viendra' 



4tA = 



b — a, c — a 



b — a, C'—a 



i a a 
1 6 B 
i c c 



pour l'expression de l'aire d'un triangle au moyen des vecteurs 
des trois sommets. En remplaçant a, 6, c par x^ + y^i,x^+yj, 
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a?,+y,t, on retrouvera facilement l'expression connue de l'aire 
du triangle au moyen des coordonnées rectangles de ses 
sommets. 
Par exemple, si les valeurs des trois vecteurs sont 

= 2— t, 6 = — 1-h3i, c= — 1— 2t, 



on trouvera 




K 


i, 2—i , '2 + i 


4iJt — 


1,-1 + 3»,— i—3i 




1,-1-2», -1 + 2» 


d'où A = — -g- • 





= -30i, 



465. En supposant A = , on a la condition pour que trois 
points a, 6,07 soient en ligne droite, c'est-à-dire l'équation de 
la ligne droite menée par les deux points a, 6, 

i X X 

i a a =0 , 
1 b b 

On pourrait encore obtenir cette équation en éliminant t 
entre l'équation de la ligne droite (art. 432) 



et sa conjuguée 



x + {t—i)a—tb = 0. 



X'^(t — i)a—tb = 0. 



Nous allons encore donner quelques exemples de l'applica- 
tion de cette méthode, empruntés pour la plupart aux ouvrages 
de M. Bellavitis. 

466. Soit une droite coupant en A',B',G' les trois côtés 
BC,CA,AB d'un triangle ABC. En prenant A pour origine, et 
désignant, pour abréger, par b,c , ... les vecteurs AB,AC, . . . , 
soient;), g, r,t des indéterminées. Les conditions pour que les 
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groupesdepoints(A',B,C),(B',G,A),(G',A,B),(A',B',C')soient 
situés chacun en ligne droite s'eVprimeront par les équations 

{ a' + (P — 1) B— pC = 0, 

(1) ft' = ?c, 

\ C' = fB, 

(2) n' 4- (^— 1)b' — ^c'=0. 

Cette dernière équation devient, en vertu des équations (4), 

--{p — i)B + pc-hg{t—i)c—m = 0\ 

équation qui exprime que la somme des deux vecteurs 
dirigés, Tun suivant AB, Tautre suivant AC,est nulle. Or, 
une somme de deux vecteurs de directions différentes ne peut 
s^annuler^ que si chacun de ces vecteurs s^annule séparément. Donc 
réquation précédente se partagera dans les deux suivantes, 

p— 1 + rt = Oy p-hî(^— 1) = 0. 

Éliminant t entre ces deux équations, il vient 

(3) (p^i)q^pr^qr = 0, 

équation de condition résultant de ce que les points A',B',G' 
sont en ligne droite. 
. Or on a 

AC .BA' .CB' = c' . (a' -b).(b' — c) 

= rB.p(c— b).(î — l)c 
= p(g — l)r.AB.CB.AC, 
BC'.CA'.AB' = (c'-b)(a'— c),b' 
= (r— 1)b.(p— l)(c— b).îc 
= (P— l)î(r— 1)-AB.BC.AC. 

Mais, en ajoutant au coefficient 

(p_l)j(r_l) 

le premier membre de Tégalité (3), qui est nul, le résultat est 
égal au coefficient 

/)(</— iir 
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de l'autre produit. Donc, à cause de CB= — BG, ou a 

(4) AC'.BA'.CB'= — BC'.CA'.AB'. 

Dans ces deux produits, les facteurs sont deux à deux situés 
sur une même droite, et par suite ils ont deux à deux des 
verseurs égaux ou opposés. Donc Téquation (4) subsiste 
quand on y considère les vecteurs comme remplacés par leurs 
modules. 

467. Soient ABC un triangle, et AA',BBSCC' des droites 
concourant en un même point 0, et rencontrant les côtés BC» 
CA,AB en A',B',C'. On aura, en prenant le point pour ori- 
gine, et désignant parp,9,r,^,u,f? des coefficients réels, 

(1) A' =p.A, B'=q.By c'=r.c, 

(2) BA' = ^BC, CB'=t*.CA, AC'=r.AB, 

(3) A' G = (1— OBG, B'A = (!-«) .GA, G'B = (1-t?). AB. 

Les deux premières équations (â) peuvent s'écrire, en vertu 
des équations (1) 

p. A — B= J(C — B), jf.B— C=:fi(A— g), 

d*où, en éliminant A , 

(tti— t*-*-p})B4- {pu — p— ïti)C = 0, 

équation qui se partage (art. 466) en deux autres 

t*(l — t)=pq, tu:=—p(i—u). 

Formant les quatre équations qui se déduisent des deux pré- 
cédentes par des changements de lettres, on en tire, par mul- 
tiplication, 

tuv (i — f) (i — u) (1— t?) = (pqry , 
{tuvY=z—pqr(i — t)(i — u){i—v); 

puis, en multipliant de nouveau et supprimant un facteur 
commun, * 

(^ttt?)* = — (pçr)*, d'où tuv^ — pqr^ 



360 THÉORIE ÉLÉMENTAIRE 

et par suite 

tuv = {i^t)H—u)(i—v) . 

Les équations (2) et (3) donneront, par conséquent, 

BA'.CB'.AC'=A'C.B'A.C'B, 

égalité qui subsistera encore lorsqu'on y remplacera les vec- 
teurs par leurs modules. 

468. Si l'on a une relation identique quelconque entre des 
quantités a, 6, c, ..., on pourra supposer que ces quantités 
représentent des vecteurs. En l'interprétant alors confor- 
mément au sens que Ton attache aux opérations relatives aux 
vecteurs, on obtiendra un théorème de géométrie. 

Ainsi, on a identiquement 

(b— a)(d--c) + (d--a)(c— b) + (c— a)(b — ») = 0. 

En supposant que a,b,c,d soient des vecteurs ou des points 
du plan, la relation subsistera et donnera 

(1) AB.CD4-AD.BC4-AC.DB = 0. 

Si Ton pose maintenant 

AB.CD=:>.P, AD.BC=X.Q, AC.DB = >.R, 

• 

les trois vecteurs p,q,r, dont la somme est nulle en vertu de 
l'égalité (1), pourront former les trois côtés d'un triangle. 

Supposons maintenant que ce triangle se réduise à une 
droite, ce qui arrivera si Ton a entre les modules la relation 

(2) ^P-+-^û4-'9tR = 0. 

Alors, si est l'argument commun de ? et de Q, Targument 
de R= — (p+q) sera égal à ±r.. Or 

argp = argAB + argDC, etc. 
Donc 

arg AB + argCD = arg Ai) + argBC = ir + arg AC -♦- argDB , 

d'où 

arg AB— argAD + argCD— argBC = 0, 
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c'est-à-dire, CB' étant le prolongement de BC, 

angleDAB + aDgl6B'CD = 0, 

ou, en ayant égard au sens des angles, 

DAB = DCB' = Tr — BCD, 

ce qui indique que le quadrilatère ABCD est inscriptible au 
cercle. L'égalité (2) n'est autre chose que le théorème de 
Ptolémée, 

'S AB.'aC D 4- 'a AD.'StBC = ® AC.'StDB . 

469. Passons à la solution d'un problème, énoncé par 
Lagrange dans son Mémoire a Sur la construction des cartes 
géographiques (*) d : 

Trois points R,R',R' étant donnés ^ construire sur une mime 
base AB trois triangles dont les sommets soient aux points donnés , 
et qui soient tels 4^ que les différences des angles au sommet 
BRA^BR'A, BR'A 5ot>n^ données; f^ que les raisons des côtés 

qui comprennent ces angles ^ c^est-à-dire ^ , ^7-r , ^rz > soient entre 
elles dans des rapports donnés. 

Si Ton désigne par rp,r'p',r''p»lestroi8biradialesARB,AR'B, 
A R'B, les données du problème seront les rapports des modules 

r r 

r ' r ' 

et les différences des arguments 

/>'—/> = /*, /-.^ = v. 

On pourra facilement construire, en grandeur et en direction, 
deux vecteurs R'G,R' H, tels que l'on ait 

r;j RB_ _rG 

R'A*RA~™i*"~R'A ' 

R'B RB_ _R H 
R'A'RA" °^ ""R'A' 



(*) Mémoires de VAcadémiede Berlin, 1779. — Œuvres de Lagrange, t. IV, p. 682. 
— Lagrange ajoute : « Or ce Problème me parait assez difficile à résoudre par la 
Géométrie; et quant à la solution algébrique, je ne l'ai pas tentée..,. > 
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Kn éliminant de ces équations les quantités, 

R'A = KA — RR', R'B = RB— RR', 
R'A = RA-RR', R'B = RB— RR', 

pour ne conserver que les deux inconnues RA,RB, il vient 

(RB-RR').R'R.RA = (RA— RR').R'G.RB, 
(RB-RR').R'R.RA = (RA— RR').R'H.RB. 

Retranchant ces deux égalités l'une de l'autre^ et divisant par 
RB, on obtient, toutes réductions faites, 

GH.RA = RR'.R'G + RR'.RH. 

« 

Si Ton construit les triangles RR'IyRR'K, respectivement 
semblables à 6HR\HGR\on auraKÂ=RI,ce qui déter- 
minera le point A. 

Pour trouver simplement le point B , on recommencera un 
calcul semblable, en posant cette fois 

_ rR _ RR 

°^ï'""R'G' ' ^^ — RH' * 

470. Trouver le sommet commun X de deux triangles inver- 
semient semhMles, dont on donne les bases AD,BG (fig. 64). 

La condition de similitude inverse de deux triangles revient 
à celle de l'égalité de la biradiale correspondante à Pun avec 
la conjuguée de la biradiale correspondante à Tautre, ce qui 
donne 

AX_BX_ÏX— ÂB 
AD "" BC BC ' 

La conjuguée de cette équation donne 

ÎX BX ^, , TÂr BX.ÏD 

=i^=7r7^' d'eu AX = ^^ » 
XB BC BC 

et par suite 

AX_ BX.ÎD XB (AX— AB).ÂD M 
AD FC.BC BC"" BC.BC BC * 
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Si l'on prend maintenant, pour plus de simplicité, AB comme 
Fn.ft4. axe des », on aura 0^=.AB, et 

l'équation précédente deviendra 

AX.(AD.ÎT>-BC.B1!) 

= AB.AD.(Jnî + BC), 

ou, en désignant par D' le point 
symétrique de D relativement 

à AB, et faisant D'E=BC, 

AX[(^AD)' — (^BC)']=:AB.AD.AE. 

Le coefficient de AX étant réel, l'argument de AX doit être 

égal à celui du produit AD.AE, c'est-à-dire à 

arKAE + ai^AD = argAE — argAD' =ang1aS'AE. 

Donc l'angle DAX^CBX^D'AE, ce qui détermine la posi- 
tion du point X. 

471. Inscrire dan$ un cercle un qvadrtlatère WXYZ, dont 
lei côtés ViX ,X\ ,YZ passent respectivement par des pointa donnés 
A,B,C, et doni le quatrième cdté ZW soit de longuew donnée. 

Prenons le centre du cercle pour origine, et une droite 
quelconque 01 pour axe des abscisses. La condition pour que 
les points A, W,X soient en ligne droite donne 

A— ■w=p(a — X); 

éliminant p entre cette équation et sa conjuguée 

A — W = P(* — ^, 

il vient 

A — w A — X 

Â — W A — X ' 

ou, à cause de w.W£= x.x=le carré du rayon du cercle = 1, 
en prenant ce rayon pour unité, 

(a — w) w _ (a — x) X _ a(w— x) — (w' — X') _ A— W — X 

A.w— 1 ~ À.x— 1 "" Â{w— x;i ~ Â 
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d'où Ton tire 




(1) 


A — X 

W = _ . 

1— A.X 


On aura de même 




^2) 


B— Y 

X=;; =:— , 

1— B.T 


(3) 


C — Z 
Y — . 



1 — c.z 

Connaissant d'ailleurs la longueur du côté ZW, on connaît 
l'arc ZW, et par suite l'angle ZOW, et son verseur k. On 
aura donc 

(4) W=K.Z. 

De là on tirera, par des substitutions et des constructions 
successives, 

A — B -h (1 — A.B)Y A|-h F. Y 

1 — Â.B H- (Â — b)Y F4- Âj.Y 

AjH- C.F — (F 4- Ai.c)Z A, — G.Z * ' K 

F+Âi-B — (Â4-hC.F)Z G — A,.Z r 1 ^ 

G """ As • ■"" 
K 



d'où 



A, 1 CH-RG 
\+K -J • — = = = « . 



A, W A, 



Le facteur ~ , étant un produit de verseurs, a pour module 

1 
l'unité, ainsi que - . Donc le point W est distant d'un point 

connu H d'une longueur égale au rayon du cercle donné, et 
par suite on l'obtiendra par l'intersection de ce cercle avec un 
cercle égal de centre H. 
On voit donc que, pour résoudre le problème, il faut con- 

— IF OR 

struireAj=A— B = BA,1F= — A.i, et par suite 7rr= — tti- 

Faisant le triangle OAP inversement -semblable à 01 B, on 
mènera 1F:== — 0P=P0. On construira ensuite le triangle 
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OFQ directement semblable à 01 C, et Ton mènera A, A,=OQ; 
puis on fera le triangle A, R inversement semblable à 01 C, 
et Ton mènera FG=OR. Soit maintenant IK une corde égale 
à la longueur donnée du côté ZW, d'où 0K= le verseur k. 
Menons la bissectrice OM de l'angle lOK; elle fera avec 
OG rangle=10G— ilOM et avec le conjugué OU l'angle 
lOG+ilOM. Donc elle sera bissectrice de l'angle que fait OG 
avec la droite qui a pour argument lOG-f-lOK, c'est-à-dire 
avec le vecteur GK=g'. En achevant donc le losange GOG'M, 
on aura OM=:G + G.K. Il ne restera plus qu'à construire le 
triangle OMH inversement semblable à 0A,1. La perpendi- 
culaire sur le milieu de OH coupera le •cercle donné au 
sommet W du quadrilatère cherché. 

Le rayon 01 peut être dirigé arbitrairement. Si on le fait 
coïncider avec OC, les triangles 01C,0FG,0AiRse réduiront 
à tirois droites coupées proportionnellement. 

472. Transformation des coordonnées rectilignes. 

Soient a,^ les arguments des axes positifs Oa;,Oy; a\§' 
ceux des nouveaux axes Oa?',Oy', de môme origine. On aura 
pour la double expression du vecteur d'un point quelconque, 

(1) . ^=a?a-^yp=^â'-^yp" 

En développant, et séparant le réel de l'imaginaire, il vient 



(2) 
d'où 

(3) 



a?cosa-h ycos/3 = a?'cosa' 4-y cosô', 
a?sin a -h y sin p =: a?' sin « h- y' sin p', 

â?sin(p— î'> =a?'sin(j3— a') -f- ysin(j3— p'), 
y sin(]S — uj = a;' sin (a — «) 4- y'sin(j5' — «). 



Si l'on transporte l'origine au point c'y,, on aura 

et l'on devra ajouter aux seconds membres des formules (2) les 
termes +c'cosY',+c'sinY', et aux seconds membres des for- 
mules (3) les termes H-c' sin (P — y')» +c'sin(Y'— a). 
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§ m. 

Applications à la théorie des courbes planes. 

473. Soit z un point du plan ou un vecteur variable, t une 
variable réelle. Si Ton établit entre ces deux variables une 
relation quelconque 

(1) • ^ = m , 

le lieu géométrique des points pour lesquels elle sera satisfaite 
sera une ligne déterminée. Car, si Ton remplace z par x+iy^ 
et que Ton sépare le réel de Timaginaire, Télimination de t 
conduira à une équation entre les coordonnées a?, y du point. 

Réciproquement, il est aisé de voir que Téquation de toute 
courbe plane peut se ramener à la forme (1). Car on peut 
toujours supposer que les deux coordonnées, rectangulaires 
ou polaires^ de chaque point de la courbe soient exprimées en 
fonction d'une variable t (qui peut coïncider avec Tune d'elles). 
Alors z=a?+ty=r.lp sera aussi une fonction donnée de ^ 

474. D'après ce que nous avons vu, a étant une quantité 
réelle, 

(1) Z — 9it 

représente Taxe réel 1 ; 

(2) z = idit 
l'axe imaginaire Oi; 

(3) ^ = Kf 
une droite faisant avec 01 l'angle «; 

(4) ^ = «a„r 

une droite perpendiculaire à la droite (3), 

m 

une droite faisant avec la droite (3) l'angle ^; 
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une droite parallèle à (3) et passant par le point bo . 
Si Ton désigne par a^fr des points ou des vecteurs, 

(7) Z'^{t^i)a—tb = 0, 00 ^^=t 

b—a 

sera Péquation de la droite qui joint les deux points a et b. 
Si 

(8) z=:atf z=^a't 

sont deux vecteurs, le verseur de Tangle qu'ils foAt entre eux 
sera 

(9)' i»=|; 

ils seront perpendiculaires entre eux, si — =±t. 

Les bissectrices des angles de ces vecteurs seront données 
par la formule 
(10) z=ty±lâ\ 

où l'on prendra le signe + ou le signe — , suivant que les 
côtés de Tangle considéré correspondront à des valeurs de t 
de même signe ou de signe contraire. 
Les deux droites 

(H) z = at'hby z = a't-¥b' 

seront parallèles , si -- est réel,. 

L'équation d'une droite menée par le point 6 perpendiculai- 
rement à 2=at sera 

(12) z = iat + b. 

Celle d'une droite menée par b et faisant avec z=zat l'angle 6 
sera 

(13) z^i^at-^b. 

475. Un vecteur a de longueur constante ^aeX d'argument 
variable, dont une des extrémités est fixe, décrit par son autre 
extrémité une circonférence. Ainsi 

(14) z = aAt=iai 
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est réquation d'un cercle de rayon ^a et dont le centre est à 
l'origine; 

(15) z = at + b 

est réquation d'un cercle de môme rayon et de centre b. 

Si le centre d'un cercle de rayon 'Sa se transporte le long 
d'une droite z=btf tandis que le rayon tourne autour du 
centre, l'extrémité de ce rayon décrira une cycloïde, 

(16) z = at-hbty 

# 

allongée ou raccourcie, suivant que %b sera >%a ou <i^a. 
Si le centre décrit un autre cercle de rayon 'S 6, 

(17) z = ai+ bnt 

sera l'équation d'une épicycloïde ou d'une hypocycloïde. 
On verra de même que 

les équations représentent 

(18) z = tat ... une spirale d'Ârcbimède; 



(19) z = aier^ 

(20) z = a.(l— tf) 

(2i) r = a,. 



sint 



(22) 
etc. 



Al 



=.(..!) 



. . une spirale logarilhmiqae; 

. . une développante de cercle; 

.. une quadratrice; 

.. une hyperbole; 



476. Si a,b sont deux demi-diamètres conjugués d'une 
ellipse, et ti,t; deux variables réelles assujetties à la condition 

14* -h i;' = 1 , 

l'ellipse pourra être représentée par les équations 

a? = att, y = bt?. 

En désignant maintenant par a,^ les angles que ces diamètres 
font avec l'axe 01 , le rayon vecteur M du point M(a?,y) sera 

z = aJ^ = yp=:a«ti-*-bpr, 
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OU, en désignant par a, 6 les deux vecteurs a«,bû, 

(1) z = au'^ bv. 

On peut prendre, par exemple, u=cost^ t?=sin^, d'où 

(2) ;î = acost+ ftsinf. 

• En particulier, 8ia,b sont les demi -axes de Tellipse, on 
peut supposer a=0, P=L d'où 

(3) z = acost'\r tbsint. 

Si dans (2) on remplace ^ par H-ôj on aura un autre point 
N de Tellipse, représenté par 

(4) 2i = — «sîn t-hbcost. 
Op, l'expression 

Z = 5:cosr + ;3riSinr=acos(r+0 + ftsin(r+0 

représente encore un point de l'ellipse, quel que soit T. Donc 
0M=^ et ON=^i sont deux demi-diamètres conjugués; de 
sorte que l'on passe d'un diamètre à son conjugué en faisant 

varier * de 5 . 
Les équations (2) et (4) donnent 

z« + zî = a*-f 6* = /^ = (a + i&)(a~tft), 

d'où l'on conclut que le vecteur f est la moyenne proportion- 
nelle bissectrice des vecteurs a+tt, a — ib. 
On peut encore construire 



= ^a(a-4-f). 



en construisant le triangle Obc directement semblable à Oab, 
d'où c= — , et menant la ligne ad égale et parallèle kOc. 

Alors /"sera la moyenne proportionnelle bissectrice de Oa et Od. 
Les deux points fei f^= — f ainsi obtenus sont les foyers de 
l'ellipse. 

24 
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L'équation z*+zl=f^ donnera 

zi=o^*=(f-z){z-f,)=nf.f,}ii. 

Donc le demi-diamètre conjugué de OM est la moyenne pro- 
portionnelle bissectrice des deux rayons vecteurs Mf, f^Mi il 
est donc parallèle à la bissectrice de Tangle formé par un de 
ces rayons vecteurs et le prolongement de Fautre. 

On aurait eu Téquation de Thyperbole, en supposant, 
dans (1), u et r assujettis à Téquation 

n«— t« = l, 
en prenant, par exemple, ii=Ch^, v= Sht. 

477. Étant donnée Téquation d'une courbe 

la différentielle dz représentera en grandeur et en direction 
rélément d'arc de la courbe, et, si Ton désigne pard^la 
longueur de cet élément et par tù Tangle de Ja tangente avec 
Taxe 01, on aura 

La valeur deds est la moyenne proportionnelle entre dz et 
son conjugué [art. 462^(3)], 



d8 = i^dz.dz; 
Tangle (o est déterminé [art. 462,(4)] par la formule 



"^ V Tz 



En différentiant cette dernière expression, on obtient Tangle 
de contingence d(ù. On a 

d.i^ = d.e'^ = ie*^dùi = i^.idùà, 

d'où 

d« = — i.l^^dl^ 
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Ainsi^pour la spirale logarithmiquey à cause de d{a)=^%atdt, 
on trouve 

dz = (i-f-n)a,ô"*dr, dz = {—i+n)(L^^dt 

ds = KÎTT^.^'dr, 1^ = «il/^^. • 

Pour l'ellipse rapportée à ses axes [art. 476,(3)], on a 

* • 

dz = ( — asinf+tbcosOrf^j 
d'où résulte 

.ds z= |/a*sin*î+ b'cos'f.dt. 

478. Cherchons maintenant l'équation de la tangente. Cette 
équation étant de la forme [art. 471,(3)] 

où T est une variable réelle, le coefficient angulaire a doit être 

égal [art. 474,(11)] à démultiplié par une quantité réelle, que 

1 
nous pourrons choisir égale à ^. En posant donc ^ 

dz _ , 
di-^' 

nous avons, pour l'équation de la tangente au point z, 

(1) Ç=jî + ;2:'t. 

D'après cela, l'équation de la normale au même point sera 

(2) ç = 5: + tVT; 

celle d'une oblique, faisant avec la tangente l'angle y, 

(3) l^ = Z'hiyZ'r. 

479. Exemples. I. D'après cela, la tangente à la spirale 
logarithmique aura pour équation, à cause de dz=z{n+i)zdt^ 

Ç = ;2:[i4-(n + t)T]. 

L'angle qu'elle fait avec le rayon vecteur est donné par une 
équation de la forme 
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k étant un coefficient réel, d*où 

a 
taog e = - t 

P 
et dans le cas actuel 

1^ = i(n -I- i) , tang e = - = consl. 

II. L'équation de la tangente à Tellipse est 

ç = flcos f 4- ôsin ^-4- (— asin f H- ftcos ^' = ^ H- ^r^T, 

z, étant le demi-diamètre conjugué de z. Donc la tangente 
est parallèle au diamètre conjugué du vecteur du point de 
contact. 

pétant la somme des deux composantes a (cos^ — xsint), 
fc(8in^+TC0sr), parallèles l'une à Oa, l'autre à 06, cette 
droite rencontrera l'un de ces diamètres lorsque sa compo- 
sante parallèle à l'autre diamètre sera nulle, c'est-à-dire que, 
pour T= — tangt, la tangente rencontrera a en un point dont 
le vecteur sera 

^•""côs> ' 
De même, elle rencontrera 06 au point 

_ b 

On en tire la relation 

rï + rî = *- 

III. La parabole étant engendrée par la composition de 
deux mouvements, l'un dirigé suivant Oa et proportionnel au 
carré du temps, l'autre dirigé suivant 06 et proportionnel au 
temps, soTi équation sera 

z = at* -hbty 

a, 6 étant deux vecteurs constants quelconques. 
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On aura, pour Téquation de la tangente, 

Cette tangente rencontre O'a pour t= — r, ce qui donne 

j^= — at^. Ce point est donc, par rapport à l'origine, le*symé- 

trique de l'extrémité de la composante at* parallèle à Oa. La 

1 1 

tangente rencontre 06 pour t = — 0^, d'où 1^= — ^bt. 

Par le point M, menons une droite M/*, qui fasse avec la 
tangente le même angle que celle-ci fait avec Oa. En intro- 
duisant un facteur réel indéterminé k, on aura 

jM/:MT = MT:Oa, 

d'où, en remplaçant MT par ^ — z=(2at+t)x, 

k-* 



Donc Of=OM+M/a pour valeur 

(1 + 4At») {at* + 60 + *r» - , 

et cette valeur sera indépendante de t, si Ton prend kt*= — 7 , 
d'où 

valeur qu'il est facile de construire. Il existe donc un point 
fixe par lequel passent toutes les droites faisant avec la tan- 
gente un angle égal à l'angle de celle-ci avec Oa. C'est le foyer 
de la parabole. 

480. Trouver l'angle que forme la tangente d'une courbe avec la 
droite quij partant du point de contingence, divise en deux parties 
égales la corde infiniment petite, menée parallèlement à cette 
tangente (^). 



(^) CARifOT^ Géométrie deposUion, p. 477. 
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Représentons par z=f{t) Téquatibn de la courbe; soient i« 
le milieu de la corde, 

z, = f{t + h), z^, = f{t-h') 

ses extrémités. On a 

La droite qu'il s'agit de déterminer est la droite 

Or on a, en. désignant parz7,/| des quantités quelconques 
infiniment peu différentes de z^, z\ 

z^ =:?+ ftz' -h - y 4-~a^, 

A" ft" 

z^i=z- h'z' '^-2^'~'q^' 

d'où, aux quantités du troisième ordre près, 

Zq Z — — 2 — Z H 2 ^1 • 

Il faut maintenant déterminer h' de manière que la corde 
Zi — i_t 8oit parallèle à la tangente en ^, et par suite qu'elle 
soit égale à z' multiplié par une quantité réelle. Or on a 

A*— A" A' -H A'" 

Pour que cette quantité soit à z' dans un rapport réel, il faut 
que l'on ait 

2 6 si—*'t, 

OU, en faisant h — h'=l, et écrivant |X au lieu de X, 

iZ + 5 27=ï^i, ■ 
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OU enfin, en remarquant que 8 doit être infiniment petit du 
second ordre, négligeant les quantités d'ordre supérieur, et 

écrivant 8, X au lieu de ti , ^ » 

88z' + jj^ = Xi', 

X devant être réel, ainsi que 8. En séparant Téquation en deux 
autres, on déterminera 8 et X. 
On a ensuite, avec le même ordre d'approximation, 

«A» , A* , 

2 

ou simplement, en multipliant par le facteur réel -r^ , 

A 

ce qui détermine la droite cherchée. 
Exemple. Soit la développante du cercle 

z^at{i—it). 
On a 

d'où 

et par suite 

o t 



^0— ^ = l|(3 + »^• 



0n a ensuite -^S — =7r.+ »=*-U> ^ ^tant l'angle de la 

z St ^ ' 

droite z^ — z avec la tangente, d'où 

tang^ = 3^. 

481. Cherchons actuellement le centre de courbure, inter- 
section de deux normales infiniment voisines. 

Pour passer d'une normale à la suivante, il faut changer 
t ent+dt. \u point d'intersection des deux normales, 1^ doit 
être le même, et par conséquent d1^ doit être nul; mais x aura 
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dû varier d'une normale à l'autre^ et se changer en x+dT. On 
différentiera donc Téquation 

(1) ç = ;r-4-fVT 

de la normale par rapport à t (dont z dépend) et à t, en 
laissant t, constant, et Ton aura ainsi Téquation 

(2) = .'(l + ,-^)-H,Vr, 

laquelle se partagera en deux équations réelles, d'où Ton 
tirera les valeurs de t et de t: pour le point d'intersection. En 

mettant pour t, dans l'équation (1), la valeur trouvée, on 
aura le 2^ du centre de courbure, correspondant au point z. 

La longueur du rayon de courbure sera donnée par la 
formule 



(3) p = \^(ç-z) (ç -~z) = T i^z7 . 

Si, dans l'équation qui donne le ^ du centre de courbure, 
on considère t comme variable, on aura l'équation du lieu des 
centres de courbure ou de la développée de la courbe pro- 
posée. 

Le même calcul s'applique à la recherche du lieu des inter- 
sections successives des obliques représentées^ par l'équation 

(4) n=Z'¥iyZ'x; 

ce lieu porte le nom de développée imparfaite de la courbe. 

482. Exemples. L L'équation de la parabole, rapportée à son 
' axe principal, 

z z= Bit^ + iht 

donne, pour l'équation de l'oblique qui fait l'angle y avec la 

tangente, 

ç=af* + tbr + ly(2af-+-tb)T, 

d'où, en diiférentiant sans faire varier 2|, 

= (2a^-t-ib) (i + iy p) -h ly.2aT, 
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puiSy en séparant le réel de Timaginaire, 

dr 

= b -<-(2a^sin74-bco87) — +2aTsm7. 

On en tire, en éliminant jz , 

4a«e«+b* . 

d'où, en substituant dans Téquation de Toblique, 
ç -t-t — g— ^.ly = al*-Mb<— ly.sinyJ r h2at(M. 

En posant j;=$+it), et séparant le réel de Timaginaire, on 
aura, par Télimination de t, Téquation de la développée impar- 
faite de la parabole en coordonnées rectangulaires. 

Pour Y=2 ' ^y"^* » *' ^^®^* 

ç-g^ = 3al«-i.-^, 

d'où Ton déduit aisément Téquation de la développée ordi- 
naire. 

IL La cycloïde ordinaire, rapportée à son point de rebrous- 
sement, a pour équation, le rayon du cercle générateur étant 
pris pour unité, 

z = fH-i(l — 1.,). 

L'équation de la tangente sera donc, à cause de dA^t=d.e'''^ 
=—i_,.idt, 

{ = t-h(T+t)(l-l-,). 
1+ 1— t 

Pour T=t7— T— ^=cot5, on a j;=^-f-2t. Donc la tan- 
gente passe par l'extrémité supérieure du diamètre du cercle 
générateur. 

L'équation de la normale est 

Ç=f+t(l4-T)(l-l.,). 
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Elle donne J^=f pour t= — 1 ; donc la normale passe au point 
de contact du cercle générateur. En différentiant» il vient 

d'où l'on tire t= — 2, et par suite le rayon de courbure est 
double de la normale. L'équation de la développée est donc 

ç = t-t(l-l-.i), 

que l'on peut écrire sous la forme 

et qui représentei par suite, une cycloïde égale à la proposée. 
Si l'on cherche de même la développée imparfaite, lieu des 
intersections des obliques 

on trouve t== — Ssiny , et Ton obtient, pour l'équation du lieu, 

ç = f-ht.l^(l-l«,), 
ou- 

équation qui représente encore une cycloïde égale à la pre- 
mière. 

483. La recherche des développées est un cas particulier du 
problème des enveloppes^ et la solution de celui-ci peut être 
comprise, avec celle du problème des trajectoires orthogo- 
nales ou obliquangles, dans une même formule commune. 

Soit 

(1) z=nt^) 

l'équation d'une courbe, renfermant un paramètre arbitraire X, 
que nous supposerons réeh comme la variable t. Si l'on con- 
sidère une ligne rencontrant toutes les courbes de la série 
représentée par cette équation pour les différentes valeurs 
de X , les divers points de cette ligne correspondront à des 
valeurs de :$ données par l' équation (4), où l'on fera varier 
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simultanément t et X. Si Ton établit entre ces deux quantités 
une certaine relation , on déterminera la nature de la ligne 
qui traverse les courbes (1). 

Supposons maintenant que la trajectoire cherchée doive 
couper les lignes (i) sous un angle constant 0. On exprimera 
cette condition en écrivant que Tangle des tangentes à la 
ligne (1) et à la trajectoire (tangentes que Ton obtient en con- 
sidérant tour à tour X comme constant et comme variable) 
est égal à F angle donné 6. 

En différentiant Téquation (1) dans les deux hypothèses, et 
posant, pour abréger, 

dt~ dt~ ' d\~ dl'^ ' 

on trouvera respectivement, pour les coefficients angulaires 
des deux tangentes, 

dz _ , dz _^ , di 

On aura donc, pour déterminer Tangle que ces tangentes font 
entre elles [art. 462, (6)] 

, d\ 

Z "T" Zt j . , 

dt^ ^_ . 

0,1 

ou en faisant 1,^ =m, 

(2) (mz'^,-i';2:,)^ + (wi-l);î'?=0. 

Si = 2» alorsm=-^i, et l'on a, pour l'équation aux 
trajectoires orthogonales, 

(3) («'z, -l-z'zO £ + 2z'? =0 . 

484. L'équation (2) sert aussi à la détermination des 
courbes enveloppes. En y faisant 0=0, d'où fii= 1 , le second 
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terme de Téquation disparaît, et si Ton supprime le facteur 
^y quiy égalé à zéro, donnerait une quelconque des envelop- 
pées, on a, pour déterminer Tenveloppe, Téquation 

(4) z'i,—z'z, = 0. 

Tirant de là la valeur de X, et la reportant dans Téquation (1), 
on aura Téquation de Tenveloppe. 
Remarque. L'égalité (4) se présente sous la forme 

(p-hîî)(p'-tY)-(P-iî)(P' + »Y) = o, 

laquelle se réduit à la forme plus simple 

(5) -Pî' + îP' = 0, ou ^ = f,' 

485. Exemples. I. Trouver Tenveloppe des ellipses d'aire 

constante et dont les axes coïncident en direction. 

Soit 

j2r=zXcos^4- i>sinf 

réquation d'une de ces ellipses, X et frétant liés par la relation 

1(1 = k^. 
On a, en différent iant, 

z' = — X8inr+ ucost, ;3r,=iC08r + t^r^sint, 

d'où, par la formule (5), 

■— = 'f i ou ldiisin*t'htidlcosU = 0. 

I 

Comme l'équation de condition donne X(2|jl= — fidX, il en 
résulte que l'on doit avoir 

sin*f-cos*^ = 0, d'où r=±^- ' 

4 

Remplaçant t par cette valeur et ft par -r , l'équation proposée 
devient 



=v/i(-4) 
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X étant la variable. Cette équation est celle de deux hyperboles 
équilatères, ayant les axes coordonnés pour asymptotes. 

IL Cherchons encore les trajectoires obliquangles d'une 
cycloïde mobile le long de sa base, et représentée par l'équa- 
tion 

;2:'=> + r + t(l— l^i). 

On a ici 

l'équation (2) devient alors 

0= [siû ô + sin (^ — ô)] ~ + 2sin6(l — cosO, 

Ut f 

que l'on peut écrire sous la forme 



\2 Jdt 



2sm - CCS (- — ôj— -i- 4sm6sm* = 0, 



ou 



ces 



(!-'») 57 -^2^''^'^''^(|-^-*-'')=<^' 



-T- H- 2 sin* -*- sin20lang(- — 6j =0, 

et l'on en tire, en intégrant, 

X = C — 2sin'ô.f4-2sin2ôlogcos(- — e) . 

Pour 6=s, X= C— 2^, et l'on a, pour les trajectoires ortho- 
gonales de la cycloïde mobile, l'équation 

Ces trajectoires sont donc des cycloïdes égales à la proposée. 

III. Trouver les trajectoires obliquangles de toutes les ellipses 
de mêmes foyers /", /i. 

D'après ce que nous avons vu (art. 476 et 479, II), un segment 
MT, pris sur la tangente au point M, est égal, à un> facteur 
réel près , à la moyenne proportionnelle entre les deux rayons 
vecteurs /", M, M ^ de sorte que le coefficient angulaire delà 
tangente est de la forme 
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Celui de la tangente à la trajectoire sera donc 



ifc.l^.l//;M.M/^=*^l/iOM-OA)(0/^-OM), 
ou enfin, à cause de 0/; = — 0/", 

En intégrant cette équation , et faisant entrer (]ans t le 
facteur réel qui le multiplierait, on a, pour l'équation des tra- 
jectoires obliquangles de Tellipse 

z = fcm(tQ 4- C). 

Pour 6=2 > on a ^^=t^, et il vient 

;z; = /'cosC.Ch^ — t/sinCSh^ 

équation d'une hyperbole de mêmes foyers que les ellipses. 

486. Appliquons encore les théories précédentes à la 
recherche des trajectoires et des enveloppes des normales et 
des obliques d'une courbe plane. 

Considérons Téquation d'une oblique 

Pour appliquer à cette ligne la formule (2), il faut remplacer 
dans celle-ci ^,t,X respectivement par j;,T,f, et par suite 

dÇ dz ^ d^z 

et réquation (2) deviendra, par ces substitutions, en ccri- 

dz d^z 
vant z\ z" au lieu ^^Tl^TTi^ 
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OU 

(7) = smedr4-sin(ô+7)d^4-|.(l^y-L^^) . 

ds 
En posant (art. 477) d^z = i^ds^et de plus «'=t;» on a 

— P =dlogz' = d(tw-f- \ogs') = id<a + -7- • 

L'équation (7) devient alors, sous forme réelle, 

— cosôdw-f-sînô-r) • 



Te 



Si l'on fait, dans ces formules, y = -, on aura, sous ses di- 
verses formes, Téquation difiTérentielle des trajectoires obli- 
quangles des normales . 

Si Ton fait ô = 5 , on aura l'équation des trajectoires ortho- 
gonales des obliques. 

Si l'on suppose Ô = 0, on aura l'équation de l'enveloppe des 
obliques, laquelle donne 

2isiny.z'z' . dt 
' = - z-z'-z'z' =''''' T.' 

de sorte que l'équation de la développée imparfaite sera 

(9) i: = z-^{i-ir^)z'. J^i^ , , 

' z'z'—z'z* 

OU, sous une forme plus simple, 

dz 

(10) ç=i+lySiDy^. 

mÊm 

En supposant y = 5 , on a les formules analogues pour la 
développée ordinaire, 

z'i' ,dz 



d'où l'on tirerait aisément les formules connues. 
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487. Si Ton fait à la fois ô = -,7=:-, Téquation (7) de- 
vient 



^ dz i/dz' dz'\ 



laquelle donne, en intégrant, 



C ^d^ 



et par suite l'équation générale des trajectoires orthogonales 
des normales sera 

^ ds 

ou encore 

(12) ç = 3; + tC.lco. 

On voit par là que le module de j; — j est constant, et que, 
par suite, tous les points d'une môme trajectoire orthogonale 
sont équidistants de la courbe donnée, c'est-à-dire que les tra- 
jectoires sont des courbes parallèles entre elles et à la proposée. 
Cette propriété aurait pu servir à poser directement l'équa- 
tion (12). 

Si, au lieu de compter les distances constantes sur les nor- 
males, on les compte sur les obliques inclinées de l'angle y 
sur la tangente, il suffira de remplacer, dans l'équation pré- 
cédente, le coefficient de perpendicularité i par le verseur 
oblique 1^, et l'on aura, pour l'équation de la trajectoire qui 
coupe ces obliques à une distance constante de leur rencontre 
avec la courbe, 

(13) ç = ;^:-^C.l«47• 

488. Cherchons enfin la trajectoire des obliques à la courbe, 
dont la tangente en chaque point est parallèle à la tangente 
menée à la courbe en son point de rencontre avec la même 
oblique. La trajectoire cherchée étant représentée par 

OÙ T désigne une fonction inconnue de ^, il faut que pour la 
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inèrae valeur de t, les tangentes à la trajectoire et à la courbe 
soient parallèles, ce qui conduit à la condition 






OU, en mettant pour !^' sa valeur ï li +^7^) + I^-^'t , et 
réduisant. 

Si Ton pose dz=^\^ds, cette équation devient 

/d'r ds'\ 
siny I { — r) -*- cos7r/..» = 0. 

d'où, en inti^grant, 



d$ 



et, par suite, Téquation de la trajectoire demandée sera 

^ ds 

On voit que les portions d'obliques co(nprises entre les deux 
courbes sont égales, et parallèles aux rajons vecteurs d'une 
spirale logarithmique. 



2d 
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CHAPITRE VI. 

DBS B1RADIALES SITUÉES D'UXB MANIÈRE QUELCONQUE DANS L'bSPACB. 



Addition des bivadiales. Biradiaîes rectangles. 

489. Nous avons rappelé, *dans le Chapitre précédent, les 
règles de la composition des rotations dans un plan donné, ou 
des biradiaîes coplanaires, et nous en avons fait Tapplication k 
la solution de diverses questions de Géométrie plane. 

Nous allons maintenant considérer des rotations s* effectuant 
autour d'un même centré fixe , et dans des plans différents. 

Une rotation imprimée à un système solide est déterminée 
quand on connaît : 1® le plan, dans lequel se déplace le vecteur 
d'un point donné du système; 2<* la grandeur et le sens de 
l'angle décrit par ce vecteur. 

Nous dirons, d'après cela, que deux rotations sont égales , 
lorsqu'elles s'effectuent dans le même plan (ou dans des plans 
parallèles), et que leurs angles ou arguments sont égaux et de 
même sens. 

Le symbole complexe, qui exprime qu'une rotation se fait 
dans un plan donné et avec un argument donné, se nomme le 
.verseur de cette rotation. 

Une biradiale se composant de deux éléments, d'une multi- 
plication du vecteur par un nombre {module, tensor), et d'une 
rotation de ce vecteur, deux biradiaîes sont égales quand elles 
ont même module et même verseur. 

Si l'angle d'une biradiale est nul, la biradiale se réduit à son 
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module, ou au rapport des deux vecteurs qui se confondent 
en direction. 

490. Lorsque l'angle MON d'une biradiale est droit, la bira- 
diale est dite rectangle. 

Une biradiale rectangle est complètement déterminée, quand 
on connaît son module, la position de son plan et son sens 
dans ce plan. Or ces deux derniers éléments sont connus lors- 
qu'on donne la position et le sens d'un vecteur perpendiculaire 
au plan de la biradiale, et dirigé de telle manière qu'un obser- 
vateur placé suivant ce vecteur, les pieds appuyés sur le plan, 
verrait le rayon mobile tourner dans le sens direct (de droite 
à gauche), en passant du vecteur initial OM au vecteur final 
ON. De plus, on achèvera de déterminer la biradiale au moyen 
du vecteur, si l'on porte sur celui-ci une longueur représentant 
le module de la biradiale, ou le rapport de la longueur de ON 
h celle de OM. 

Donc les mêmes données, numériques ou géométriques, 
servent à déterminer soit une biradiale rectangle, soit un vec- 
teur perpendiculaire au plan de la biradiale dans le sens positif. 
On peut donc considérer la notation qui représente une bira- 
diale rectangle comme représentant aussi un vecteur, et réci- 
proquement. 

Ce vecteur, qui peut remplacer la biradiale rectangle ou être 
remplacé par elle, se nomme le vecteur de cette biradiale rec- 
tangle. 

Si l'on porte sur le vecteur une longueur égale à l'unité, le 
vecteur unitaire ou axe ainsi obtenu représentera le verseur 
de la biradiale rectangle. 

491. Deux biradiales rectangles conjuguées sont représen- 
tées par deux vecteurs égaux et opposés, et par suite de signe 
contraire. On voit d'ailleurs que, appliquées à un même vec- 
teur mobile, ejles lui font prendre deux positions égales, et 
opposées. On est donc conduit à considérer deux biradiales 
rectangles conjuguées comme égales et de signe contraire, et 
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il en est de mèrne des vecteurs qui leur servent d'axes, et 
auxquels on donncrn,par nnalogicje nom àevertmrx cùnjnguéf. 

402. Soient deux biradialcs collinéaires LOM , LON {fig. t)6), 
rit. m. et soit OP la somme g,''ométrique de leurs 

vecteurs non communs OM.ON. Pour 
passer du vecteur CL respectivement aux 
vecteurs OM , ON ,0P = OM +0N, il 
fiiut multiplier OL par les biradiales 
LOM.LON.LOP, et l'on aura alors 
OLXLOM + OI,XLON = OLXLOP. 

La b»radiiile LOP , pnr laquelle il faut multiplier un vecteur 
quelconque OL pour obtenir un vecteur égal à la somme des 
produits de OL par les deux biradiales LOM , LON, est appeli^e, 
par définition, la somm« des biradiales LOM, LON. 

Cette définition satisrait au principe de permanence, puisque, 
pourOL=l,régalité précédente devient LOM + LON=LOP. 

On voit que l'addition des biradiales, préalablement rame- 
nées à être collinéaires, s'effectue par la simple addition des 
vecteurs terminaux. Cette opération jouit donc des mêmes 
propriétés que l'addition des vecteurs, et par suite aussi que 
l'addition arithmétique. Il en est de même de l'opération in- 
verse, c'est-à-dire de la soustraction. 

On peut aussi étendre ces propriétés à l'addition d'autant de 
biradiales collinéaires que l'on voudra, dont les vecteurs ter- 
minaux auront dès directions quelconques dans l'espace. 

493. Réciproquement, étant donnée une biradiale LOP, on 
peut la décomposer en deux autres LOM ,LON, dont les seconds 
vecteurs auront des directions données arbitrairement dans un 
plan quelconque passant par son vecteur terminal OP. Cette 
opération revient à la décomposition du vecteur OP suivant 
deux directions données. 

Au lieu de prendre doux directions coplanaires avec OP, on 



fus OIAXTITÉS CUHH.lfXtS. 3tlU 

puuri'uit fiiiiT lu décomposition suiviint trois directions choisies 
il volontô dans l'espace. 

494. Si l'on prend comme dirnctions coplanaires avec UP la 

^'«•'^- direction OL du rayon initial et 

la direction perpendiculaire OR, 
la biradiale LOP se trouvera dé- 
composée en une biradiale nu- 
mérique LOQ» d'argument nul- 
laquelle est exprimée par un nom- 
bre réel =7rr , et en une biradiale rectangle LOR, qui peut 

t'tre représentée par un vecteur (art, 490). 

On voit donc que toute biradiale peut se décomposer dan» 
la somme d'une partie numérique, ou partie réelle, ou scalaire ('), 
et que nous distinguerons soit par ta caractéristique d, soit 
par l'indice zéro placé au bas du symbole qui désigne la bira- 
diale; et d'une biradiale rectangle, représentable par un vec- 
teur, et que nous appellerons la partie imaginaire ou le veeteur 
de la biradiale. Nous dénoterons cette dernière partie soit au 
moyen de la caractéristique U , soit au moyen de l'indice f 
placé au bas du symbole de la biradiale. 

D'après ces conventions, nous écrirons 

L0P = SL0P + 11>L0P = (L0P), + (L0P)(, 
ou, 81 nous représentons la biradiale par la lettre A , 

'Stop 

495. Représentons par a = %A =â7Cr '^ moclule , et par 

i^y^A l'ai^ment de la biradiale A; on aura 
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d'où Ton tire, pour les modules des biradiales composantes, 
'*LOQ = î^ = acos«, «LOR= î^=asin«. 

Si, d'autre part, on désigne par a le verseur de la biradiale 
rectangle LOR , lequel est représenté par un vecteur unitaire 
perpendiculaire à son plan, on aura 

LOR = Oi = asin0(.A. 

Donc la biradiale A = a^i peut s'écrire sous la forme 

i4 = (ïo :^ ûfi = a (cos« + Asin«) . 
L'expression 

IKA = 1qj = COSa-f- Asina 

représente le verseur de la biradiale A = a . îa , c'est-à-dire le 
facteur que nous avons désigné jusqu'ici par !« . Le vecteur 
unitaire a est Vaxe de la biradiale quelconque A = a^ , aussi 
bien que de la biradiale rectangle ou du vecteur 

Qi = asincc.A. 

Une biradiale rectangle a sa partie réelle a^ = a cos a nulle, 
et se réduit à sa partie imaginaire ou à son vecteur a/ = aA. 

496. Un vecteur o^ peut se décomposer suivant irois direc- 
tions rectangulaires Oi, , Oi, , Oi, , choisies arbitrairement 
(«rt. 423). En désignant par (ii,aj,a« les trois projections 
algébriques de la longueur du vecteur sur ces axes, on aura, 
d'après ce que nous avons vu concernant l'addition des 
vecteurs, 

^/< = tf|iiH-a,i2-*-«3is, 

Il ,!,,!, désignant des vecteurs unitaires portés sur les parties 
positives des trois axes rectangulaires. 

Il résulte de là qu'une biradiale A = a^, + a, peut toujours 
se-décomposer en quatre parties hétérogènes sous la forme 
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tf,,o,,(i,.«, étant des nombres, et l, ,l,,i, trois imités imagi- 
naires, portées sur trois directions rectangulaires données. 
On a entre les divers éléments de la biradiale les relations 

ff, ::=:Si4 =acos«, "ïfli = 'ÎX'-I = ^0,* + aî+ oj =:asina. 



a = 15.1 =(/«„'+ (-ila,)' =Val+a\-i'a\+a\. 

On voit par là qu'une biradiale peut être représentée par 
une expression complexe composée de quatre termes. Une 
telle expression s'appelle un qwtternion. 

497. Pour passer d'une biradiale à sa conjuguée, Il suffit de 
changer te signe de l'argument «, ce qui donne 

J = ^^.(cos«— ASina). 

On obtiendrait la même expression en changeant le-signe de 

l'axe A , ou celui du vecteur a, , ou ceux des projections a,,a,t a, 

du vecteur, ou enfin ceux des trois unités imaginaires i, , i, , i, . 

498. Un vecteur et une biradiale rectangle ayant la même 
représentation, le produit d'un vecteur par une biradiale rec- 
tangle (coplanaire avec ce vecteur) pourra être considéré 
comme résultant de la multiplication de deux vecteurs, ou de 
deux biradiales rectangles, ou encore d'une biradiale rectangle 
par un vecteur. - 

Faisons abstraction, pour plus de simplicité, des modules des 
vecteurs ou des biradiales, en les.supposant tous égaux à l'unité. 
J't-^'- Soit le vecteur CL OS5. 67) à 

multiplier par une biradiale r-ec- 
tangle située dans le même plan, 
et que nous représenterons par 
LOM. On peut remplacer le vec- 
teur OL par la biradiale MON, 
et la biradiale LOH par le vec- 
teur ON. 

Le produit du vecteur OL par 
I la biradiale LOM étant égal au 



392 THÉORIE ÉLÉMENTAIRE 

vecteur OM ou à la biradiale NOL, cette égalité pourra s'écrire 
sous les diverses formes 

OL X LOM = MON X LOM = MON X ON 
= 0LX0N = 0M = N0L. 

On peut encore représenter ce produit par 

N'0MXM0L' = N'0L', 
ce qui est un cas particulier de la formule (9) de Tart. 449. 

499. Le formule précédente 

0LX0N = 0M = — OM' 

nous montre que le produit de deux vecteurs rectangulaires 
entre eux est égal à un troisième vecteur, perpendiculaire aux 
deux premiers, et dirigé en sens contraire de Taxe positif du 
mouvement du premier facteur vers Je second. 

Si donc nous considérons trois vecteurs unitaires, rectan- 
gulaires entre eux, 0Ij,0ï,,0i,, que nous désignerons plus 
brièvement par i, ,i, ,1», chacun de ces vecteurs étant Taxe 
positif correspondant au mouvement Tun vers Tautre des deux 
vecteurs restants, pris dans Tordre cyclique direct des indices 
1,2,3,1 ,2,3,1, ..., on aura les relations 

De plus, si l'on échange entre eux les facteurs OM ,0N, cela 
revient à échanger entre eux les axes opposés OM,OM', de 
sorte qu'on aura 

0NX0L = 0M'=— OM. 
Far conséquent, nous obtiendrons les trois nouvelles relations 

En comparant les formules (1) et (2), on voit que là multi- 
plication des unités imaginaires n'est pas commutative. 
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500. Supposons maintenant qu'un vecteur quelconque OL 
soit multiplié par la biradiale rectangle LOM, ce qui le change 
en OM, puis une seconde fois par la même biradiale ou par 
son égale MOL', ce qui le change en OL' = — OL. Le résultat 
(le cette double opération sera donc de changer OL en — OL, 
ou de multiplier OL par — 1 . Si donc on appelle produit de 
deux biradiales (art. 449) la biradiale telle que la multiplica- 
tion d'un vecteur quelconque par cette biradiale puisse rem- 
placer les multiplications successives du même vecteur par les 
deux premières, on devra poser 

LOM X LOM = (LOM)* = - 1, 

ou, ce qui revient au même, 

« 

Donc le carré d'une biradiale rectangle unitmre est égal à — 1 . 
On a, par conséquent, 

(3) , Ijzzz.jz..,!^- 1. 

501. Des formules (1), (2), (3) on tire 

('i X I,) X r, = - I3 X is = — ij = -H 1 . 
>i X (1, X I3) ~ I, X — »! = — lî = 4- 1 . 
Donc 

(4) . (U X I,)Xl5 = Ii X U»X l,) = Iil,la= + 4, 

et par suite la multiplication des facteurs i, ,i«,i|, pris dans 
l'ordre cyclique direct, est associative. 
On aurait de même 

(5) (I5 X I,) X it = ij X 0, X ij = i^iji, --^ — i; 

donc la multiplication des mêmes facteurs, pris dans l'ordre 
cyclique inverse, est encore associative. 
On a ensuite 

Ml X ij) X 11 — — la X I, = 4- I, . 
i| X Oj X II) = I, X », — -f- u: 
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donc 

(6). (l| X I,) X It = Il X (I, X u) = 1,1,1, = -f- l„ 

et de même pour tous les autres cas analogues. Donc la multi- 
plication des unités imaginaires est une opération associative. 



§11. 

Multiplication des hiradiales. 

502. Soient maintenant LOM,MON deux biradiales, que 
nous supposerons préalablement ramenées à être collinéaires 
(art. 450). Si Ton accomplit d'abord sur OL le déplacement 
indiqué parLOM, puis sur le résultat le déplacement indique 
par MON, on aura multiplié OL par LOM, et le produit OM 
par MON. On aurait pu faire passer le vecteur variable de la 
position initiale OL à la position finale ON, en le multipliant 
directement par la biradiale LON. La multiplication par cette 
dernière équivalant aux multiplications consécutives par LOM 
et MON, on dit que la biradiale LON est le produit des bira- 
diales LOMyMON. On aura ainsi, par définition, quels que 
soient les vecteurs OL ,0M ,0N (art. 449), 

LOM X MON = LON. 

503. Représentons provisoirement par 

il = a^, B = bp, C=c^ 

les trois biradiales précédentes, a, b.c étant leurs modules, 
et a , ^ , Y l^urs arguments considérés en grandeur et en position, 
agi, par exemple, se réduisant à a, = a pour a = 0, et à 
a^ = — a pour a = i:. 

Pour effectuer la multiplication AX B des deux premières 
biradiales, on fait d'abord le produit des modules 

a xb = c, 
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de sorte qu'on a entre les modules des deux facteurs et celui 
du produit la relation 

le module du produit est égal au produit des modules des 
facteurs. 

On exécute ensuite sur les angles LOM , MON une opération 
qui, si ces angles étaient dans le même plan, serait une addi- 
tion. 

Séparons, pour plus de simplicité, cette opération de la 
multiplication des modules, en mettant chaque biradiale sous 
la forme du produit de son module par son verseur. En dési- 
gnant, conformément à notre notation provisoire, les verseurs 
par ia> Ip , ly , nous aurons 

il=:a.l^, B = b.lp, C = c.l^. 

II est clair quMl revient au même de faire les multiplications 
du vecteur par a, pjiis par b, en même temps qu'on lui fait 
subir les changements successifs de direction indiqués par 
iayi^, ou bien de le multiplier tout d'un coup par ab = c, 
après ravoir amené à sa direction finale en le multipliant par 
ly . Nous pouvons donc nous occuper isolément du produit des 
verseurs 

504. Imaginons une sphère de rayon == 1 , décrite du centre 
. Chaque vecteur unitaire sera représenté par un point de la 
sphère, et un verseur LOM sera représenté par Tare de grand 
cercle LM . 

Or, l'opération qui forme avec les deux verseurs LM , LN le 
verseur LN est tout à fait analogue à celle qui constitue Fad- 
dition des vecteurs dans le plan. Nous sommes donc conduits 
à donner à cette nouvelle opération le nom d'addition, et nous 
Tindiquerons par le signe +• Mais, pour la distinguer dQ 
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reddition des vecteurs, dont elle diffère par un point essentiel, 
nous l'appellerons Vaddition sphérique. 

505. D'après cela, la multiplication des deux verseurs se 
lera par Paddition (sphérique) de leurs arguments (considérés 
en grandeur et en position), de sorte qu'on aura 

('t, si Ton rétablit les modules quelconques, 

a.Xb3 = (a.l))„^p. 

Ainsi, la multiplication de deux biradiales se fait par la 
multiplication de leurs modules et Taddition (sphérique) de 
leurs arguments. 

Cette règle donne, pour le produit de deux biradiales conju- 
guées, 

^ X iî = a„ X a^, — (a*)„^^ = (a*)o = a» = (® .4 )* , 

ce qui s'accorde avec ce que nous avons vu (art. 453). On voit 
que, dans ce cas, la multiplication est commutative, comme 
cela a lieu, en général, toutes les fois que les biradiales sont 
coplanaires. 

506. Nous connaîtrons donc les propriétés de la multiplica- 
tion des biradiales, dès que nous connaîtrons celles de l'addi- 
tion sphérique des arcs de grand cercle. 

I. L'addition sphérique est évidemment une opération uni- 
forme. Il en est donc de même de la multiplication des biradiales. 

II. Si un seul des termes de la somme varie, le résultat varie. 
On en conclut (art. 372) que l'addition sphérique est une opé- 
ration complètement uniforme, et il en est de même pour la 
multiplication des biradiales. 

III. L'addition sphérique (si l'on excepte le cas de deux arcs 
coplianaîres) n'est pas commutatire. 
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Kq effet, pour obtenir la somme a + ^ de deux arcs, on les 
Pj, ,g déplacera, s'il le faut, chacun sur 

son cercle, de manière que l'ex- 
Irémité finale du pperaier a et 
l'extrémité initiale du second ^ 
viennent coïncider avec une des 
intersections M {fig.GS) des deux 
grands cercles. L'arc LN, qui joint 
alors l'extrémité initiale de a à 
l'extrémité finale de ^, sera la 
somme cherchée a + p . 

Pour obtenir, au contraire, ^ + a, on fera glisser les deux 
arcs sur leurs cercles respectifs, de manière que l'exlréniitt'' 
finale de ^ et l'extrémité initiale de <x viennent en M , ces arcs 
prenant les positions N'M.ML'. La somme ^--|-« sera abfR 
représentée par l'arc N'L'. 

Or, les arcs LN.N'L' n'étant pas, eagénéra], dans le même 
plan, ne peuvent correspondre à des verseur» égaux, les argu- 
ments de ces verseurs étant les mêmes, niais leurs axes étant 
difTérents. Donc la somme LM + MN ne peut pas itre consi- 
dérée comme égale à la somme MN + LM . partant, le* deux 
produits 

ne sont pas égaux. 

Donc l'addition sphérique et la multiplication des biradiales 
sont des opérations no» commutatives, ce qui les distingue de 
l'addition et de la multiplic-ation ordinaires. 

Remarque. — La f ;;ure OMN'L' est symétrique de la figure 
OMNL par rapport au rayon OM. Les deux arcs LN,N'L' sont' 
donc égaux en grandeur, et sont également inclinés sur chacun 
des arcs LMi;,NMN. 

508. Dans le cas oij les deux arcs LM.MN seraient égaux 
chacun à un quadrant, les arcs LN.N'L' foraient partie du 
même grand cercle, et Ils seraient dirigés en sens opposé, et 
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par suite de signe contraire. Donc, s'\ A et B sont deux bira- 
(Haies rectangles, les produits AX B et BXA auront même 
module et dea arguments égaux et de signe contraire. Ces pro- 
duits sont donc deux bira^alet conjuguéei, de sorte que l'on a, 
.4 et fi étant deux biradiales rectangles ou deux vecteurs, 
B-xA =«UxB). 
Ainsi, le produit de deux biradiales rectangks ou de deux 
vectewt se chau'je dan» ion conjugué, lortqu'on intervertit l'ordre 
des factewê. 

508. On peut encore présenter la démonstration comme il 
suit : 

Le produit de deux vecteurs OA.OB est égal à celui des 
Fif.s9. biradiales rectangles LOM, MON, que ces 

vecteurs représentent, lequelles sont si- 
tuées dans des plans perpendiculaires ik 

OA et à OB , et oii l'on a pris -rrr = -r ' 

.ON OB ^ . .. ^j ' . .' 

TT^ ^ — . Ce produit est donc représente 

par la biradiale LON, située dans le plan 
des deux vecteurs, ayant pour module le 
produit des modules a,b des vecteurs, et 

pour argument le supplément de l'angle y de ces vecteurs. 

Donc 

OAxOB = ab(— co8y-i-csin7), 

c étant l'axe unitaire pris sur la direction OM . 

Cette biradiale LON peut être- encore représentée par AOB', 
OB' étant un vecteur de longueur a*b porté sur le prolonge- 
ment de BO . 

n . . ,0M' OB OL' ÛA . 

un aura de même, en prenant -rrrr = — • j^rp = -r- ' 

OBxOA = NOM' xM'OL' = NOL'=(ab),_y 

= (ab) (— cosy — c stn y) , 
l'axe de la biradiale NOL' étant de sens et de signe contraires 
à l'axe c de LON. 
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Les deux biradiales qui représentent les produits des mêmes 
vecteurs pris dans un ordre différent sont donc conjuguées. 

509. Si l'on considère deux biradiales rectangles conjuguées 
MON , MON, les produits obtenus en multipliant par ces bira- 
diales une biradiale quelconque LOM seront les biradiales 
LONyLON» lesquelles, appliquées au vecteur OL, donnent 
deux vecteurs égaux et de signe contraire ON, ON. Donc les 
produits LOM X MON, LOM X MON doivent être considérés 
comme égaux et de signe contraire. Il en est donc de même 
des facteurs MON, MON. Ainsi, deux biradiales rectangles can- 
jnguées sont égales et de signe contraire, comme nous l'avions 
déjà vu d'une autre manière (art. 491). 

510. Le produit AB = aoc.bp de deux biradiales quelconques 
LOM, MON étant représenté par C = Cy, soit C la biradiale 
conjuguée de ce produit. On a 

c'est-à-dire que l'on a 

ÂTB = ïï.A, ou €{A.D) = €bMA. 

Donc la biradiale conjuguée d^un produit de deux facteurs est 
égale au produit des conjugués des deux facteurs^ pris dans V ordre 
inverse. 

Si les biradiales sont rectangles, on a alors 1"= — A, 
5 = — B(art. 491). Donc 

JB = — 4/? = (— B)(— A)= + flil. 

Donc le produit de deux biradiales rectangles ou de deux vec- 
teurs change de signe ou se change dans son conjugué, quand 
on intervertit Tordre des facteurs. C'est une extension de ce 
que nous avons vu (art. 499). 

511. lY. La multiplication des biradiales jouit de la propriété 
distributive par rapport à r addition. 
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•1<* Soient d'abord trois biradiales collinéaim A ,B ,C. On 
pi«-îo. pourra (art, 450) les transformer de ma- 

nière qu'elles soient représontéep par 
LOM.LON,QOL. 

Si l'on construit OP = OM + ON, ou 
aura alors 

LOP = L0M+L0N = ^ + ft. 
Cela posé, le produit 
C.M+fi) = 0OLxLOP = 0OP = QOM + OON 

= (QOI. xLOH) + (QOLxLON) = C.jl + C.fl. 

hune la multiplication des biradiales collim^aires est distribu- 
tivc relativement au multiplicateur. 
2" De l'équation 

r..{A + B) = C.A-¥C.B 

on tire, en prenant les conjugués des deux membres et appli- 
quant le théorème de l'art. 510, 



(:.{A+H) = CA + li).C = (.A + B).c = C.A'i-a.ii = A.C-^ b.c. 

Or ?, fi, C peuvent représenter trois biradiales quelconques. 
Donc la formule 

{Â-t-lt).C = J.C-i-B.C 

mpntre que la multiplication des biradiales coUioéaires est 
distributive relativement au multiplicande. 

S<> L'addition des biradiales étant commutative, on en con- 
clura, en raisonnant comme dans l'art. 385, que la multiplica- 
tion des biradiales coUinéaires est complètement distributive, 
c'est-à-dire que l'on a, pour quatre quelconques de ces bira- 
diales, 

(.4 + B) (C I- /)) = J C + Xfl + B C + C D . 

4f Considérons maintenant les trois biradiales rectangles 
A, B,C, ou les trois vecteurs 0.\,0B, OC qui les représentent. 
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et soit OÂ + OB = OKle vecteur égal à la somme des deux 
premiers. Le produit C{A + B) sera représenté par la biradiale 
COK' ,0K' étant une longueur convenable =('®C)*.OK, portée 
sur le prolongement de KO. Mais on a, en prenant sur tes pro- 
longements de AO,BO,OA' =(®C)\OA,OB' =C®C)\OB, 

COK' = COA' -H COB' = OC X OA + OC X OB. 

Donc on a encore, pour les produits de vecteurs, 

C{A-hB) = C.A + C.B; 

la multiplication est donc distributive relativement au multi- 
plicateur. 

On en conclurait, comme dans 2^, qu'elle l'est aussi relative- 
ment au multiplicande, et par suite qu'elle est complètement 
distributive. 

5^ Si l'une des biradiales A ,£, Cf a un argument nul et se 
réduit à une biradiale numérique^ elle pourra toujours être 
considérée comme coUinéaire avec les deux autres, puisqu'on 
peut prendre pour plan de cette biradiale un plan quelconque 
passant par la direction commune de ses deux vecteurs. La 
distributivité est donc encore démontrée dans ce cas. 

Il en est de même si deux des trois biradiales sont numéri- 
ques. 

6** Soient maintenant quatre biradiales quelconques A, B,C,D. 
Une biradiale A pouvant se décomposer (art. 494) en une bira- 
diale numérique a, , plus une biradiale rectangle ou un vec- 
teur a,, nous aurons, d'après ce qui précède, 

= (A + JB)(Co + do)-+-(A + B)(^*-+-'^0 

En développant les produits, qui tous sont distributifs , on 
trouve un résultat identique à celui que l'on aurait obtenu en 
développant 

= AC'hAD'hBC'hBD. 

26 
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Donc la multiplication des biradiales quelconques est complè- 
tement distributive. 

512. Nous avons vu (art. 496) qu'une biradiale peut se 
mettre sous la forme d'un quaternion ou quantité complexe à 
quatre termes. 

Chacun des termes du quaternion peut être considéré comme 

une biradiale spéciale d'argument ou ô» ^t la biradiale 

donnée comme une somme de quatre biradiales. Donc la mul- 
tiplication de deux biradiales, mises chacune sous forme de 
quaterniohs Jouira de la propriété distributive, et s'effectuera 
par conséquent d'après la règle de la multiplication des poly- 
nômes, fondée sur cette propriété. Cette multiplication rentre 
donc dans la définition que nous avons adoptée (art. 397) pour 
la multiplication des quantités complexes en général. 

513. V. La multiplication des unités imaginaires étant asso- 
ciative (art. 501), on en conclura, d'après ce que nous avons 
vu (art. 398), que la multiplication des quaternions, et par 
suite celle des biradiales qu'ils représentent , est associative. 

Mais l'importance du principe associatif, dans la théorie qui 
nous occupe, nous engage à. en donner deux autres démons- 
trations directes. 

514. 1" Démonstration. — 1° En faisant abstraction des 
modules, supposons d'abord trois biradiales unitaires LOM, 
MON, NOP, telles que le plan de la troisième passe par le 
vecteur final ON de la deuxième, lequel est aussi le vecteur 
final du produit LOMXMON=LON des deux premières. 
On a 

(LOM X MON) X NOP = LON X NOP = LOP, 
L0MX(M0NXN0P)=L0MXM0P = L0P. 

Donc, dans ce cas, la ipultiplication est associative. 
2^ La propriété associative subsiste encore toutes les fois 
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que la ueconde biradiale MON = a. est numérique, ce qui est 
un cas particulier de ce qui précède, le plan MON étant arbi- 
traire. On a ainsi 

(LOM X a.) X NOP = LOM X (a, X NOP). 

S" Soient maintenant trois biradiales quelconques ^OH, 
MON, POQ<^!i(. 71).. Si nous menons NR paraltèie à OM, jus- 
f'i- "■ qu'à la rencontre du piaij POQ 

en R, le vecteur OK sjer? dé- 
composé en OR -1- jiltt , «il ^ 
suite la biradiale MON en 
MOR + la biradiale numérique 
formée par les vecteurs paral- 
lèles OM,RN, et que nous dé- 
signerons par a,. Or MOR ne 
diffère de MOP' que par le 
module; de sorte que dous 
■pouvons poser MOR = 6^. MOP', 6, étant un nombre. Donc on 
peut rempjacer la biradiale MON par o„-t-fc,.MOP'. 

En supposant donc la biradiale POQ transportée en P'OQ', 
on a, en vertu de la propriété distributive, 

LOM X MON = LOM X fl,4-L0M X b.X MOP', 
d'où 

(LOM X MON) X POQ 

= (LOMxa,)XP'OQ'-i-(LOMxb,XMOP')XP'OQ', 

ou, en vertu des lemmes précédents, 

= LOM X (ff, X P'OQ') -t- LOM X K6. X MOP') X P'OQ'] 
= LOM X [(fl, -H 60 X MOP'} X P'OQ'] 
= L0Mx(MONxPOQ). 

Donc la multiplication des biradiales quelconques est associa- 
tive. 

515. S* Démonstration. — Cette démonstration, due àMôbius, 
est fondée sur la considération des rotations. 
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loSofent un système solide S, mobile autour d'un point flxeO, 
et deux axes fixes OL.OM, partant du point (Àff. 72)- Fai" 
tif.n. sons tourner le système 2 d'une 

demi-révolution autour de Taxe 
fixeOL, ce qui amènera le vec- 
teur mobile OM't qui coïncidait 
prinjitivement avec OM, à pren- 
dre la position OM,. En Taisant 
faire au système une nouvelle 
demi-révolution autour de l'autre 
vecteur fixe OM , OM' viendra se placer en CM,, faisant avec 
sa position primitive OM un angle égal h SLOM. 

Donc deux demi-révolutions, effectuées consécutivement 
autour de deux axes fixes 0L,0 M, équivalent à une seule 
rotation effectuée dans le plan LOM, en tournant, de OLvers 
OM, d'un angle double de LOM. 

Si nous désignons donc par Ln une rotation d'un angle = t. 
autour de l'axe OL, et par [2L0M] une rotation d'un angle 
âliOM dans le plan LOM; si, de plus, nous désignons par le 
signe X ta combinaison de deux rotations, nous aurons la re- 
lation 
(i) OL, xOM, — [2L0M]. 

3° Soient maintenant ON, DP deux autres axes, situés dans 
un plan différent de LOM ; nous aurons de même 

1.2) 0N„X0P„ = [2N0P]. 

Les rotations [2L0M] ,[âNOP] étant indépendantes des po- 
sitions des biradiales LOM,NOP dans leurs plans respectifs, 
on ne changera rien au résultat en amenant ces biradiales à 
avoir pour vecteur commun l'intersection des deux plans, et 
tes remplaçant par les biradiales respectivement égales QOR , 
ROS. Les égalités précédentes deviendront alors 

OQ.XOR, = [2Q0R], 
OR, X 0S,= [2R0Sj. 
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3^ Supposons maintenant que Ton opère consécutivement les 
déplacements représentés par les expressions, 

OQ^, 0R„, OR^, 0S«. 

L'effet des deux premiers sera de faire tourner le système de 
TangleSQÛR dans le plan QOR; l'effet des deux derniers, 
indépendant de la position d'où part le système, sera de le 
faire tourner de l'angle 2R0S dans le plan ROS. 

Mais les deux rotations consécutives ORit,ORir, exécutées 
autour du même axe, produiront des effets qui se détruiront 
mutuellement, de sorte que l'effet des quatre rotations se ré- 
duit à celui des deux seules rotations 

0Q,X0S, = [2Q0S]. 

On aura donc, quels que soient les trois vecteurs OQ ,0R ,0S, 

(3) [2Q0R] X [2R0S1 = [2Q0S]. 

Par conséquent, Q , R , S étant les trois sommets d'un trian- 
gle sphérique, c'est-à-dire QS étant la somme sphérique de deux 
arcs QR,RS, il reviendra au même de faire tourner un sys- 
tème solide dans le plan QOS de l'angle représenté par l'are 
2QS, ou de. le faire tourner d'abord dans le plan QOR de 
l'angle représenté par 2QR, puis dans le plan ROS de l'angle 
représenté par 2RS. 

4° Réciproquement, si deux rotations consécutives , repré- 
"sentées, d'après les conventions précédentes , par [2 9], [2 x], 
ont le même résultat que la rotation unique représentée par 
[2^}/], les demi-arcs correspondants <p,X,^ pourront se trans- 
porter sur leurs grands cercles respectifs de manière à former 
les trois côtés d'un triangle sphérique, de sorte que l'on aura, 
le signe + indiquant l'addition sphérique, 

car chacune des opérations considérées est complètement uni- 
forme. 



&06 THÉORIE ÉLÉMENTAIRE 

5*^ Cela posé, soient a,p,Y trois arcs de grand cercle quel- 
conques. On aura 

[2«]X[2iS] = [2s:, pourJ = «-hi3, 

[2«]X[2-/] = [2.], pour • = 5 + 7 = («-+- 15) -*--/, 

d'où résulte 

Mais l'effet combiné des rotations [2 p] , [2^] est indépendant 
de la position d'où part la sphère liée au système, et Ton peut 
toujours remplacer ces deux rotations consécutives par la rota- 
tion unique [2!;], en prenant j; = p + y. Donc 

P^]Xm\X\2y]-=[2a]X[2i] 

= P«] X [2(13^-7) j = [2Îa4-(lS + 7){]. 

Les rotations [2j(a+P) + Y|],[2ia+(P+Y)j] sont donc équi- 
valentes, ce qui exige que les arcs (a+p) + Y et aH-(p + Y) 
soient sphériquement égaux , c'est-à-dire qu'ils soient de même 
grandeur, de même sens , et qu'ils appartiennent à un même 
grand cercle. 

Donc l'addition sphérique est une opération associative, et, 
par suite, il en est de même de la multiplication des biradiales. 

On pourra donc écrire 

(a H- p) + 7 = « + (/3 -t- 7) = « I jS 4- 7 , 

dt, de même, 

(a^ X V X c^ = a^ X(bpXcp = a^ X b^ X 0^. 

516. Au point de vue géométrique, ce théorème répond à la 
construction suivante : 
Soient trois arcs de grand cercle quelconques 

LM^a, NP = /S, 0R = 7. 
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Si l'on construit, par la règle de l'addition sphérique, 

FIg, 73. 

2" f-t-v=ï, «+! = .- 



- {« + fi) - 



ïl 



seront égaux en grandeur, 
et appartiendront an même 
grand cercle. 

Hamilton a donné de 
cette proposition une dé- 
monstration géométrique 
directe, qui établit en 
même temps la propriété 
associative de la multipli- 
cation des biradiales. 



517. De ce que nous venons de démontrer il s'ensuit que, 
si A ,B,C , ... sont des biradiales en nombre quelconque, on 
a, par exemple, 

[liA.B).C]D~[A.{B.C)]D^A.[(B.C).D]=A.[B.{C.B)] 
= iA.B).iC.B)=...=A.B.C.B, 

en supprimant les parenthèses, pour désigner la valeur com- 
mune de tous ces produits. 

518. Développons maintenant les calculs de la multiplication 
des biradiales, mises sous la forme de quaternions. 

Soient à multiplier l'un par l'autre les deux quaternions 



B = b, 



6,1, H 



leur proiluit. 
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En efTectuant la multiplication d'après le principe distributif, 
et ayant égard aux formules des art. 499 et 500, relatives à la 
multiplication des unités imaginaires, on trouve, pour.leé 
valeurs des coefficients du produit C , 

Co = «0 fto — ^1 '^i — «t *t — «s f>9 > 

c, = ^0 ft, 4- <ï, bo + I ^1 '^j ! > 

519. Si Ton met les deux biradiales sous la forme 

leur produit deviendra 

(2) AB = Oo^o -^ ^obi H- b^ai + Oibt . 

■ 

En intervertissant l'ordre des facteurs, on aura 

BA = flofto -♦- ^obi -t- b^ai + biOi . » 

Les deux produits ne diffèrent donc que par leur dernier terme, 
qui est le produit des deux vecteurs. Or on a, par ce qui 
précède. 

Lorsqu'on échange entre elles les lettres a et ft, la partie 
réelle 

(3) (u bi = '' «, fr j — w,*, — a, ftj 
ne varie pas, tandis que la partie imaginaire 

(4) Vaibi= |«8b,|ii-+-|a,fr,|i,+ \a,b,\\, 

change de signe. 
On a donc les deux équations 

(5) S{aib;) = B(b,ai), 

(6) 1D(^,^) = -1J(6,./,^ 
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c'est-à-dire que les deux produits de vecteurs (if^,frA sont 
conjugués (art. 508), en sorte que Ton a 

(7) biai = â^i. 

On voit^ de plus, que les termes 00^,(0^^ de la formule (3) 
étant essentiellement imaginaires, la partie réelle de A B se 
compose de 

(8) 9iAB = QX-^^(^iii^ 

expression qui ne change pas quand on intervertit l'ordre des 
facteurs, de sorte que Ton a 

(9) 0AB = 0JBi4. 

520. En faisant, dans les formules précédentes, fi==A , on 
a, pour le carré d'un quaternion, 

(10) il" = aj— aj— aj— aî + 2ao(a,ii + fl,T,-+-a3i,). 

Si Ton suppose ao== 0^ on obtient l'expression du carré d'un 
vecteur 

(11) a} = ^ a\^a\-a\^'^{%aiY. 

Le carré d'un vecteur est donc égal à moins le carré de son 
module (art. 496). 
On a, en général, 

(12) i,^AY = a\ + {!^aiy. 

521. Le produit de deux quaternions conjugués, 

il 3 = (a^ 4- flr,) (a^ - a^) = a « — fl « = g j -H aî + a; 4- a î = ('tt i4 ) ' , 

est égal au carré du module (art. 452). 

'En ajoutant et soustrayant deux quaternions conjugués, on 
a (art. 461) 

(13) ilH-J=2flo, 

(14) A — I=2ai. 

Donc la partie réelle et la partie imaginaire sont respectivement 
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égales à la demi-somme et à la demi-différence du quaternion 
et de son conjugué. 

522. D'après ce que nous avons vu, le produit AB pi ut 
s'écrire 

AD = aJ)^-hS (fi hi H- (^0 ^ »■ ''o ^i) -♦- ^ ^' • '•• ■ 
Le conjugué de ce produit est donc 

Or, on a, à cause de Téquation (7), 

^(i,=;ôflf</^, - tJflfrfft,, d'où îi)fr,flr*=? — tlïfl'ift.; 

donc 

'An=a^b^ — {a^hi'\' b^a.)-¥ DbiOt. 
D'ailleurs 

8.A= (fro— bi) (rto— at) = tio 6o + 6. ^i— (^o bi + b^ ai) 4- 1? /?, a^ ■ 
On retrouve donc ainsi la formule de l'art. 510, 



(15) A.B = U.A. 

523. Si Ton multiplie le produit AB = C par son conjugue 
TE = C , on aura, en vertu de la propriété associative, 

(Ci: = (^C)^ = AB.lB = AB.BÂ=A.BB.A = A{'^By.A 

OU, en mettant pour les carrés des modules leurs valeurs, 

(a;-haî-hrtÎ4-aî)(6; + 6; + &;4-fcî) = cî + cî4-<?î-^cI. 

Donc le produit de deux sommes de quatre carrés peut se 
mettre sous la forme de la somme des carrés de quatre expres- 
sions rationnelles et entières des racines des premiers carrés, 
et déterminées par les formules (1) de l'art. 518. 

La formule (16) exprime que le module du produit de deux 
quaternions est égal au produit des modules des deux facteurs 
(art. 505). 
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524. En divisant un quaternion par son module, on obtient 
son verseur, 

(17) M A = — = ^o-^^i'i-^ ^«'«-^ ^^^ , 

'®^ Val + aï + al + a] 

De même, en divisant le vecteur a, par son module, on 
obtient le verseur du vecteur ou Taxe du quaternion, 

(18) A = -^ = ^t't+^t'i^^»'8 , 

D'après Féquation (11), on a 

(19) A*=— 1. 

Le carré d'un axe est donc égal à moins Tunité. 
En posant (art. 495) 

(20) ;5-ï-=:cos«, -=— = sm«, 
le verseur (17) prendra la forme 

COSa + ASina. 

On pourra donc mettre un quaternion quelconque il sous la 
forme y 

(21) A =%A.{COSa -+- ASiûa). 

L'angle a est Y argument du quaternion ou du verseur. 
Pour a = 2 , «0= ; lé quaternion est rectangle et se réduit 
alors à son vecteur (art. 490). 

525. Un quaternion, mis sous la forme réBtUte (21), jouit de 
propriétés analogues à celles d'une quantité complexe dans le 
plan. Ainsi| si A et A' sont deux quaternions de même axe a , 
et par suite coplanaires, on a, en vertu de la formule (19), 

22 CAA' = %A . ^A' . (ces a 4- a sin «) (ces a' 4- a sin «' ) 
^^r I ='a.4.'aA'.jco8(«+«') + Asin(«-H«')(, 

avec une formule analogue pour le quotient -ji • 
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On en tire, par le procédé connu, quel que soit l'exposant n , 

(23) il* = (fltil)*(cosn«+ Asinftft). 

596. Un verseur donné quelconque 

COS« + ASiDa 

peut être identifié avec une puissance convenable n d'un ver- 
seur de mènle axe cos^ + Asin^, en posant a=n§, d'où 

cos«4- ASina = cosnj5-hAsinn|3 = (cosp + Asinp)*, 

En particulier, si Ton prend ^ =0 * ^" ^^^^ 

cosp + Asinj3 = A, 
d'où n = -a, et 



COSa-h ASina = A'^ . 



-a représente la grandeur de l'argument a, évaluée en parties 

du quadrant. Pour simplifier l'écriture, nous conviendrons d'éva- 
luer en parties du quadrant les arcs qui entreront en exposants^ 
et nous aurons ainsi 

(24) cos« 4- Asinot = a". 

Ainsi, tout verseur peut s'exprimer par une puissance de son 
axe dont l'exposant est égal à l'argument évalué en parties du 
quadrant. 
De même, si l'on donne une biradiale quelconque, 

A =a (cos« -h A sin a) , 

on pourra l'exprimer au moyen de la puissance a du vecteur 

1 
a^A , de sorte que 

(25) il = (a«A)". 

527. Tant qu'il s'agit de biradiales du même axe, c'est-à-dire 
de biradiales coplanaires, les puissafices de vecteurs peuvent 
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se multiplier ou se diviser d'après les règles ordinaires de 
l'algèbre. 

Mais il n'en est plus de même lorsqu'il s'agit de biradiales 
ou de verseurs d'axes différents, tels que 

C0Sa4- Asina,* cos|3-i- Bsln^. 

En effet) le produit de deux vecteurs de direction différente 
A , B n'étant paségal à — i (art. 508), on n'aura plus de formule 
analogue à (22), qui permette de faire la multiplication par 
l'addition arithmétique des arguments; partant, en mettant les 
biradiales sous la forme (24) ou (25), le produit ne pourra 
plus s'obtenir par des additions d'exposants. 

528. Au lieu de la forme (24), on pourrait prendre, pour 
représenter un verseur, la forme exponentielle 

cos« + Asincc = eP^^y 

que l'on pourrait employer conformément aux règles de l'al- 
gèl)re ordinaire, dans le calcul des biradiales coplanaires, 
comme nous avons employé la forme e^* pour les quantités 
complexes ordinaires. 

Mais, quand on a en présence deux verseurs d'axes différents, 
si on les représentait par des exponentielles 

on ne pourrait plus appliquer la règle de l'addition des expo- 
sants. €ar cette règle s'appuie sur les propriétés de la série 
qui définit l'exponentielle imaginaire, et sur l'identité qui en 
résulte pour les développements des expressions 

c'est-à-dire sur l'égalité identique 

Or cette identité est fondée sur la formule du binôme, laquelle 
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n'est plus vraie dans le cas où la multiplication cesse d'être 
commutative. Car on a alors, par exemple, ' 

(il 4- !?)* = «' 4- UV 4-rtl -h t', 

qui ne se réduit pas à w' + Stit? + t?', et il en est de même 
pour les autres puissances. On ne peut donc plus poser dans 
ce cas ^•.«•=^"***. 

§ ni. 

Division des biradiahs; 

529. Nous avons vu que le produit de deux biradiales con- 
juguées est égal au carré de leur module commun, de sorte 
que, si a est le module de la biradiale i4, on a 

A • A ■■ ^ A • A ■ S 

En divisant par a' les deux membres de cette égalité, il vient 

a" a* 

Donc les deux biradiales A et -^ ont pour produit l'unité^ dans 

quelqu'ordre qu'on place les facteurs, et par suite chacune 
d'elle devra être considérée comme le quotient de l'unité divi- 
sée par l'autre, soit que l'on définisse le quotient comme le 
premier ou comme le second facteur du dividende. 

On aura, d'après cela, pour la quantité réciproque de A 
(art. 379), 

(1) ^ = A-'= ^ 



A {^Ay 

De là on conclut facilement que, si Ton prend pour dividende, 
au lieu de l'unité, une quantité numérique quelconque g, le 
quotient X, déflni par l'une ou l'autre des égalités 
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qui peuvent s'écrire 

A À 

g g 

aura, dans les deux cas, pour valeur 

L'interprétation géométrique de ces formules est évidente. 

530. Considérons maintenant le problème général de Tin- 
version de la multiplication. Il consiste, étant donné un pro- 
duit et l'un de ses facteurs, à trouver l'autre facteur. Mais ici, 
la multiplication n'étant pas commutative, il n'est pas indiffé- 
rent que ce soit le premier ou le second facteur qui soit 
inconnu. On aura donc deux problèmes distincts à résoudre, 
suivant que le facteur inconnu X devra satisfaire à l'une ou à 
l'autre des équations 

(3) B.X=Â, 

(4) X.B = A. 

Pour résoudre l'équation (3), on opérera sur les deux mem- 
bres par B^^Xy ce qui donnera, en vertu de la propriété 
associative et de l'égalité B~^ XB = i, 

Pour résoudre l'équation (4), on opérera par X J^"*, et l'on 
aura 

X=A.B-' = A.-^^' 

On voit que, dans les deux cas, l'inversion de la multiplica- 
tion est toujours possible, et se ramène à une autre multipli- 
cation, dont les facteurs sont le produit donné et le réciproque 
du facteur connu. 

531. Nous pourrions donner le nom de division soit à l'un, 



416 THÉORIE ÊLÉHBNTAIRB 

• 

soit à Tautre de ces deux problèmes dMnversion de la multi- 
plication. Cependant, pour rester d'accord avec les conventions 
adoptées précédemment, et conserver Tanalogie dans les ré- 
sultats, c'est le premier problème, celui de la résolution de 
réquation (3), que nous prendrons comme définition de la 

division. Ainsi la division des biradiales sera définie par la 
relation 

(6) dividende = diviseur X quotient. 

D'après cela, si LON est le produit donné ou le dividende, 
LOM le facteur donné ou le diviseur, les deux biradiales étant 
supposées ramenées au mime vecteur initial, le quotient sera la 
biradiale MON, formée par les vecteurs terminaux des deux 
termes de la division. 

On aura donc, pour trouver le quotient, la règle exprimée 
par l'égalité 

quotient = réciproque du diviseur X dividende 

(7) { conjugué du diviseur 



(module du diviseur)' 



X dividende. 



532. Si l'on représente le dividende par A = a», le diviseur 
par bp et le quotient par X = zç, on aura, par définition, 

d'où l'on conclut 

a = bx, x = r> 
' b 

ensuite, + indiquant l'addition sphérique, 

d'où, en opérant par — p (premier terme) sur les deux mem- 
bres de l'égalité, et se rappelant que l'addition sphérique est 
associative. 

Donc le module du quotient est égal au module du divi- 
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dende divisé par celui du diviseur, et son argument est égal à 
la somme de moins l'argument du diviseur, })/t<^ l'argument du 
dividende; c'est-à-dire que l'on a 

Ainsi, en faisant abstraction des modules, le quotient rKû 
s'obtient en ajoutant l'argument ML = — LM (1®' terme) à 
LN (2® terme), ce qui donne ML + LN = MN, de sorte que le 
quotient est MOL X LON = MON. En effet, on a bien, con- 
formément à la définition (6), 

LOMXMON=LON. 

533. Si le dividende est égal à l'unité, et que l'on pose 

1 =bp.Xç = (bx)p+ç, 

on en conclut 

bx = l, i3+S = 0, 

d*où, en se rappelant la définition des quantités réciproques 
(art. 379), le module d.e l'addition sphérique étant 0, • 

Donc 

Dans ce cas, où le produit est réel, les deux biradiales B et 
1 
jr étant situées dans le même plan, la multiplication est com- 

mutative; de sorte que l'on a aussi (art. 379) 

l=xçbp, \=-- 

On voit par là que l'expression (8) a la même valeur que 
l'expression 

ce qui résultait Immédiatement de la formule (5) ou 



^-i A 
B~ B 



27 
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534. Soit L {fig. 74) le pdle d'un arc de grand cercle quel- 
conque HN. La biradiale MON sera le quotient t-tTs àeê deux 
biradiales rectangles L0N,LOH,ou des deux vecteurs ou 

axes ON', OM', qui équivalent à ces 
biradiales. Or ces deux vecteurs 
sont dans le plan MON. Leur rapport 

^ ON' ON ., 
en grandeur -ttût = ftû ' *' '®"'' *"' 

gleM'ON'=MON. Donc ils forment 
une biradiale identique à MON, et 
par suite ur« biradiale est égale au 
rapport de» deux teeteura qui la for- 
mentj comîJérés en grandeur et en position. 

On peut donc, au lieu de la notation MON, employer pour 
désigner la môme biradiale la notation ^r^ du rapport du vec- 
teur Qnal au vecteur initial, ce qui est une généralisation de la 
notation que nous avons employée dans la théorie des bira- 
diales coplanaires. 

535. D'après cette notation, les équations établies dans les 
art. 49â et 502 deviennent, en désignant par l,h,n les vec- 
teurs OL,OM, ON, 



536. Un vecteur pouvant être considéré comme une bira- 
diale rectangle, on aura (art. 530) 



Bi: = — L(art. 491 et 509), 



t^L)' 
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On a d'ailleurs (art. 510) 

LÏ= M.L = (— Bl).(— L) = M.L . 

Donc 

M 1 

C" = -7^ M.L . 

L C3tL)' 

On passe ainsi d'une biradiale à sa conjuguée, en intervoptîs- 
sant les facteurs dans le produit l.m des vecteurs (art. 509). 

537. Supposons maintenant les biradiales données sous la 
forme de quaternions. Soient 

proposons-nous de calculer le quotient 

2^ = X = a-o + ^i U + ^j^ + ^8 la • 

En substituant pour X son expression dans Tégalité 

il = BX, 

et développant le produit (art. 518), il vient, par Tidentification 
des deux membres, 

&0^0 — i^l ^1 — &1^« — ^^3 ^S = «0 > 
ftl J?0 + '^O ^1 -^ &3^1— ''>^J = ^l^ 

^8^0 + frf^i — 6i ar, -h fro^8 = «1 • 

Si Ton ajoute ces équations, après les avoir multipliées respec- 
tivement par les coefficients 1*^ de x^ , 2° de a;, , 3° de x^ , 4° de .r, 
dans chacune d'elles, il vient, en remplaçant ^ + 6î + ftî + 6î 
par {%B)\ 

(^B)'iro = «o^ + ^i^ + ««^ + «8&3 = -«&? 
C® B)' a?4 = flj fto — ^0 &i -+- «8 *>« — «f ^ = I ^1 fro I + I «8 M > 
C2tB)Vr, = d.&o— «s bi — flo &t + «1 ^8 = I fl«&o I -♦- 1 «1 &8 ! , 
(^B)»a?, = a,bo4-ff,&i — a^fe, — ao6s= l^aM^ l^iM- 
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On aurait encore pu obtenir ces formulés en multipliant 
par A le conjugué de B (art. 530). 

On voit que la valeur de X est déterminée et finie toutes les 
fois que le module ^B du diviseur n'est pas .nul, et par suite 
toutes les fois que les valeurs réelles des composantes (, , (^ , 
b^ y 6, du diviseur ne sont pas toutes nulles. Ainsi la division 
est une opération uniforme toutes les fois que le diviseur ne 
s'annule pas. Il ne pourrait en être autrement que si Ton 
admettait, pour les coefficients a^^a^^a^^a^^ des valeurs com- 
plexes de la forme p + q V^^ . 

538. En faisant ao = 0, 6e = 0, a< = A, ft,= B dans ces 
formules, on aura Texpression de la biradiale ou du quater- 

nion X = - , formé par les vecteurs 

A = flji4-+-a,i, 4- ajij, 8 = 6414 -t- fe, I, -f- 65 1, , 
savoir, C® b)' étant égal hb\ + h\ + h\^ 

('atB)"X=C3tB)V j = {a,h, -4- a,&, + flr,6,) 



Pour déterminer les divers éléments de la biradiale J, nous 
aurons les équations 

= (aî 4- a; + a\) (b\ h- bî + h\) = (® a)« (^n)% 
d'où (art. 532 et 496) 

/ar ^ /«A ® A 
B %B 

• Sx a.bs-ha.b.ha.b. lab 

cos E ^ = -— - - — — - = ■ ■ ■ • 

-six {^By^X %K.'^B 
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On en conclut que la biradiale est rectangle, si Ton a 

Elle sera numérique^ les deux vecteurs coïncidant ou étant pa- 
rallèleSi si Ton a 

a^ : a, : ^3 = bi : b, : fr, . 



§iv. 

Transformations diverses j relatives aux produits et aux quotients 

de biradiales et de vecteurs. 

539. Indiquons maintenant certaines transformations impor- 
tantes des égalités entre des produits de biradiales. 
Si Ton a une équation de la forme 

on pourra faire disparaître un facteur de Tun des membres, en 
le remplaçant dans Tautre par son conjugué. Si Ton opère, en 
effet, sur les deux membres par îï X ^ il vient, à cause de 

(!^AyB = ICD, ou B = ^^ICD, 

le facteur A ayant disparu du premier membre. 
Si Ton opère, au contraire, par X B, il vient 

A{%By = CDB, ou A=-^^CDB. 

On s'y prendrait de même pour faire disparaître les facteurs 
du second membre. 

Ainsi, dans une égalité de deux produits de biradiales, on peut 
effacer le premier (ou le dernier) facteur d'un membre^ en introdui- 
sant son -conjugué (divisé par le carré du module) comme premier 
(ou dernier) facteur dans Pautre membre^ ou, ce qui revient au 
même (art. 530), en écrivant son réciproque dans Fautre membre. 
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au même rang que le facteur occupait dans le membre où il se trou- 
tait d'abord. 

540. Si Ton suppose, par exemple, que A, jB, C,D soient 
(les biradiales unitaires, représentant les côtés d'un polygone 
sphérique fermé PQRSP, la somme sphérique des côtés du 
polygone , parcourus dans un sens constant, étant nulle, le 
produit des biradiales, qui ramène le rayon initial à son point 
de départ, sera égal à Tunité. On aura donc, dans ce cas, 

A.BCD = i. 

En transformant cette égalité comme on Ta indiqué dans Tar- 
ticle précédent, et remarquant que les modules ®A j'SB, ... 
sont tous égaux à l'unité, on en tirera les égalités suivantes : 

J?CjD = J, ABC = TJj 

CD = BA, AB = DCy 

D = CBJ, A = T)âB, 

i = DCBAy BC = DÂ, eic. 

541. Soit à trouver une biradiale X telle que l'on ait 

i4 = y, ou XA = By 

le facteur inconnu étant ici le premier facteur, et non le second, 
comme dans 1^ division t^lle que nous l'avons définie (art. 531). 
En opérant sur les deux membres de l'équation par X -4, nous 
avons trouvé (art. 530) 

Y^ BA 

C^A)' " 

De même, l'équation 

AXB = C 
donnerait 

2CE 



X = 



(^Ay cafi)« 

542. Si l'on applique à la multiplication et à son inverse, la 
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division, les résultats généraux établis dans le Chapftre P^ 
(art. 374, 375, 376^ 380), nous obtiendrons les formules de 
transformation suivantes : 



B ._BA_ 



a) 



(-S) 



BC 



que Ton aurait pu obtenir en remplaçant l'opération de la divi- 

1 C 

sion par C par l'opération g X , et remarquant que ^ est le 

réciproque de t? • 
Ces formules donnent encore 

B C_i 1 1 C 

ÂB-Â'^'B'^-A'^-Â' 

ce qui n'est autre chose que la formule de l'art. 502. 

Mais on n'a pas généralement ^.J3= il, la multiplication 
n'étant pas commutative. 

543. Soient a , b deux -«vecteurs unitaires, ou deux verseurs 

rectangles, et soit - = la biradiale formée par ces vecteurs. 

Deux vecteurs conjugués étant égaux et de signe contraire 
(art. 491), onaÂ = — a, b = — b. Cela posé, de l'équation 

(a) a = b(? 

on tire, en opérant par i X > les égalités 

BA = = — BA = BÂ, 

puis, en opérant par X Q sur la même égalité (a), et ensuite 
par À X , 

aÇ = B5 d'où Ç = AB= — AB, 
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.d'où Ton voit que les produits ba et ab sont égaux à deux 
biradiales conjuguées — (? , — Q (art. 536). On a encore 

Oa = b, a = {?b. 

En appliquant à toutes ces égalités de produits la définition 
de la division (art. 429), on a les nouvelles égalités 



B 



B 7T i» A B 

A Q 

^ = B, - = — B. 
Q A 



544. Éclaircissons ce qui précède par quelques applications 
numériques. 
Soient les deux vecteurs 

On a d'abord 

(^A)* = 21, caB)« = 9, d'où %{kB)=:3y2Î, ^^=l/î. 

Pour calculer le produit ba, on multipliera les deux poly- 
nômes par les règles ordinaires de Talgèbre, en ayant soin de 
ne pas transposer les facteurs dans la multiplication des unités 
imaginaires, et observant les règles établies dans les art. 499 
et 500, On pourra disposer le calcul comme il suit, chaque 
ligne horizontale contenant les produits par un même terme 
du multiplicande, 



BA = — 4 

— 44-1 
-4-24-8 



1,-2 



— 4 



1,-8 
4-2 



I3 = — 6 4- 9 ij — 6 r, — 6 1, . 



Donc (art. 536) la biradialc formée par ces deux vecteurs sera 



On a ensuite 



^=v/r '^=1' ^'*= 



|/12 
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d'où, pour déterminer Targument -{, 

COSy=--— :, sln7 = |/lZ. 

Soit maintenant une autre biradiale 
cherchons une biradiale X^ telle que Ton ait 

On a (art. 541) 

= ô('i + 2i, + i,). 

On voit que X est une biradiale rectangle ou un vecteur, de 
sorte que X et b sont les deux vecteurs qui comprennent la 
biradiale D . 
On a ensuite, comme on le vérifie en effectuant les calculs, 

|.^ = DC = (2 + 1,-1,). |(2-3i, + 2i, + 2i,) = 3-2i, 4-1, 

= ;^=^;^A = — -.-•(i,+2i,-t-i,)(2i, + 4i,-i,)=E. 



Si Ton pose maintenant 






OH aura 

E = DF, 

DE = (%D)*F= 6F= (2—1, + 1,) (3— 2r, + 1,) 

= 4— 6r, + 4i, + 4i,, 

d'où 
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Soit enfin 

On a ,' à cause de C^t €)*= -rr ^ 

Çg = C£=:|(2 + 3i,-2i.-2i,)(3-2i. + i.^ 
= |(14 + 3i,— 8i,-5i,), 



d'où 



G = ^ = -^ =^,DC = > (14 + 3f,-8i,-5i,), 



valeur qui diffère de D , à cause de la non-commutativité de la 
multiplication. 

545. Nous allons maintenant établir quelques transforma- 
tions fondamentales, relatives aux produits de vecteurs. 
A, B, G ... étant des vecteurs quelconques, on a (art.- 510) 

• 

AB = B.Â = ( — B).( — a) = (— 1)'bA, 

d'où Ton conclut d'abord 

(1) 0BA = 0AB, 1I>BA = — 1I>AB. 

Ensuite 

Âbc = c.Âb = ciÂ = (— 1)'cba; 

et de même, si les vecteurs a , b , . . . ^ g , h sont au nombre de n^ 

(2) Cab...gh = (— 1)*hg...ba. 

Des égalités précédentes et des formules (13) et (14) de 
l'art. 521 on tire 

20AB = AB +BA, 
, 20ABC = ABC — CBA, 

20AB...qH :^ AP.,.GH + ( — IrnC.BA; 
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2tI>AB = ÀB — BA, 

2x> abc = abc 4- cba , 
2)I)ab...gh = ab.. .gh — (— 1)*hc... ab. 

546. En décomposant bc en 0bg + TDBCj,on a 

ABC = a.3bc4- a.ÎI>bc. 

Op le produit a.0bc d'un vecteur par un nombre étant un vec- 
teur, c'est l'autre terme tl^AB.G qui peut seul fournir la partie 
réelle du produit abc. On a donc 

(5) J5abg = 0(a.1I>bc) = 0(1Dbg.a). 
De même 

6ACB = 0(A.tI>GB), 

et comme [éq. (1)] 1Dcb = — ÎDbg, on en conclut 

(6) 6abc = — 0ACB.- 
On trouverait pareillement 

( 0ABG = -+- 0BCA = 4- 0CAB 

( = — 0ACB = — 0BAG = — 0CBA. 

On voit que la partie réelle du produit de trois vecteurs A , b , c 
ne change pas de valeur absolue lorsqu'on intervertit l'ordre 
des facteurs, mais qu'elle change de signe suivant une loi ana- 
logue à celle qui régit les signes des termes d'un déterminant. 

547. On a ensuite [éq. (4)] 

2ÎD (a.ÎUbc) = A.t^BC — HJbc.a . 
En ajoutant à cette égalité l'identité 

= A.0BG — 0BC.A5 

il vient 

(8) 2V{k.1IS^hC) =ABC — BCA, 
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Si Ton a maintenant égard à T identité 

ABC — DCA = (aB-H BA)C — b(aC -H CA) , 

ainsi qu'à la première des formules (3), Tégalité (8) deviendra 

(9) ÎI>(A.tI>BC)=C.0AB — B.0AC. 

En ajoutant cette égalité à l'identité 

ÎI>(i.0BC)=A.0BC, 

on a régalité importante 

(10) VkBC = A.0BC— B.0AC 4- C.0AB. 

Échangeons maintenant entre elles les lettres b et c, en 
tenant compte de la formule (4), il viendra 

1PaCB = A.0BG + B.0AG — G.0AB9 

d'où Ton tire 

(H) 2a:0BC =:îl>ABC -h tI>ACB. 

La seconde équation (4), dont le second membre n'est pas 
altéré par l'échange des lettres a et c , donne 

(12) TDkBC = DcBk. . 

548. De Isi formule (9) on tire, en vertu des formules (1), 

11>(B.11>CA) = A.0BC — C.0AB, 
ÎI>(C.tI>AB) = B.0AC — A.0BC. 

En ajoutant ces égalités à l'égalité (9), on en tire 

J^{K.1DBC) + 1D{B.Vck) -hTD{C.1DkB)=:0. 

Les égalités (5), (7) et (4) donnent d'ailleurs 

0(a.1Ddc)4-0(b.Î1>CA) 4-0(C.Î1>AB)=30ABC. 

En ajoutant cette dernière égalité à la précédente, il vient 

(13) A.tI>BC-{- B.tI>CA-f-C.tI>AB= 30ABC. 
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549. L'égalité (9) donne, en remplaçant a par ÎIIab et tI>BC 
pariPcD, 

H^O^AB.I^Ch) = D.0(1I>AD.C) — C.0(ÎDaB.D), 

et par suite [éq. (5)], 

(13) ÎI>(1Dab.1Dcd) = D.0ABC— C.0ADD. 

De même 

ï>(t>CD.ll>BA) = A.0CDB — B.SCDA, 

et comme tl>BA = — HJab; d'où 

©(tI>AB.ll>CD) = — 1D(tI>BA:tl>CD) = 4-tD(ÎI>CD.lI>BA), • 

il en résulte 

(14) D.0ABC — A.0CDB4- B.0.CDA — C.0ABD = 0. 

En remplaçant d par x, et ayant égard aux égalités (7), on a 
cette formule, d'une grande utilité, 

(15) X.0ABC = A.0BCXH- B.0CAX + G.0ABX. 

550. Les trois vecteurs tDBC, Dck , JDkb n'étant pas géné- 
ralement coplanaires, on peut décomposer suivant leurs trois 
directions un vecteur quelconque x, de sorte que l'on peut 
poser, a,P,Y étant des quantités numériques, 

X = a.lI>BC 4-|3.tPcA + 7.ÏI>AB. 

On a alors (5), en opérant par 0.aX , c'est-à-dire multipliant 
par a premier facteur, et égalant ensuite les parties réelles des 
deux membres, 

0AX = «.0ABC5 

à cause de 0(A.tDcA) = 0ACA = — 0ca* = O, a* étant un 
nombre réel, et de même 0(a.ÎI>ab) = 0. Pareillement, 

0BX = 15.0ABC, 
0CX = 7.0ABC. 
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On tire de là les valeurs de a, ^ , y , ce qui donne 

(16) X.0ABC = SxA.tlÏBC -H 0XB.ÎI>CA + 0XC.1I>AB. 

551. Si Ton suppose les trois vecteurs A , b , c exprimés au 
moyen de leurs composantes rectangulaires, sous la forme 

a^fj -H fl,i, -+- fl,i, = 2ai, etc., 

on aura (art. 538) 

en posant 

i4, = — CjSaftH- |fltfti|tr,— |fli6,lc,, etc. 

On conclut de là 
(17) 0ABC = — lajft.r,!, 

ce qui est Texpression du volume du parallélépipède qui a pour 
arêtes les trois vecteurs a , b ,c . 

Si les trois vecteurs sont coplanaires, ce volume est nul, et 
réciproquement. Donc 

(18) 0ABC = O 

est la condition nécessaire et suffisante pour que les vecteurs 
A,B,G soient situés dans un .même plan, ou du moins soient 
parallèles à un même plan. 

Par Conséquent, si à , b , c sont coplanaires, les seconds mem- 
bres des égalités (15) et (16) seront nuls, quel que soit x. 

Comme on a, de plus, 0ab = — Zafr, on peut aisément 
mettre la partie imaginaire de abc sous la forme 

0AB.(c,ri + c,i^+C5T5) + 0Bc.(ati|-f-a,i,-4-a3i3) 

— 0CA(ft4li4-6,r,+ fcaI,), 

ce qui donne la formule (10). 

En vertu de la formule (17), l'identité (14) peut s'écrire sous 
la forme 



A B c D 

«1 ftj c^ dy 

Ot K c^ rff 

^a bz c, f/. 



= 0, 



I 
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égalité qu'on aurait pu établir directement, en remarquant que 
la première ligne horizontale du déterminant est égale à la 
somme des trois autres, multipliées respectivement par ij ,i, ,ij. 
Si Ton considère un produit de quatre vecteurs a , n , c , d , 
on a évidemment 

0ABCD = fli(A.lî>BCD), 

ou, en remplaçant II^bcd par sa valeur donnée par la for- 
mule (10) (art. 547), 

(19) d ABGD = 0AD.0CO — ^AcdeD + âPAD.0BC. 

En outre, en permutant circulairement les lettres, 

0BCDA = 0BC.6dA — $DD.0CA + 0BA.6gD, 

ce qui donne 

(20) 6abcd = 0bcda. 

La partie réelle du produit de quatre vecteurs n'est donc pas 
altérée par une permutation circulaire des facteurs. 
En joignant et cette relation l'égalité 

(21) 0abcd = 0dcba, 

qui résulte des formules (3) (art. 545), on a toutes les rela- 
tions simples relatives au produit de quatre vecteurs. 
On a maintenant 

0ABCD=i0(AB.CD)=0AB.0CD + 0(ÎI>AB.tl>CD). 

Comparant cette relation à la relation (19), on en tire la nou- 
velle relation 

(22) 0(ÎI>AB.1I>CD)=0AD.0CB — 0AC.0BD. 

552. Considérons l'expression 

X = A~*BA, 

A et B étant des vecteurs. On a d'abord (art. 519) 
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Donc X est un vecteur (*) de même module que b. On a ensuite 

0axb = 3aa-'bab = 0bab = 0b'a = b"0a = O. 

Donc (art. 551) le vecteur x est situé dans le plan AOB, 
On a aussi 

0AX =0AA-*BA = 0BA9 

de sorte que (art. 524) 

— 'îx.'ÏA.cosAGX = — 'î^A.^B.cosBOA, 
et, comme "Sx =^^B, cosAOX = cospOA. De même 

1Dax = HDba, d'où sinAOX = sinBOA. 

Donc l'angle BOA= AOX, et par suite le vecteur OA est 
bissecteur de Tangle BOX , et la biradiale BOX a un argument 
double de celui de la biradiale BOA. 
On peut encore le voir ainsi : on a 

d'où, en opérant par aX i 

AX = Cab, 

puis, en divisant par — C®a)*i 

A A 

Enfin on a 

X = A~*BA = AA~*A~'bA = ABA.(a~*)* = ABA-* . 

Donc X ne change pas , lorsqu'on remplace a par sa valeur 
réciproque A""* . 



(') Cette conclusion serait encore vraie si a représentait un quaternion quel- 
conque. 
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CHAPITRE Vn. 



RESOLUTION DES EQUATIONS EN QUATERNIONS. 



§ I"". 



Exemples particuliers de résolution d'équations du premier 

et du second degré, 

553. Étant donnée une équation algébrique rationnelle 
quelconque entre un quaternion inconnu X et des quaternions 
connus A,B, ... , 

(1) F(X,A,B,...) = 0, 

on pourra substituer aux quaternions leurs valeurs développées, 

X = œ^ + x^\^ 4- rr.i, 4- ay^ , 
A—Qo-^a^u + a,is + ^3i8, 



pme d'un quaternion; ce qu 
/ô + Aii + Au + ZiTs^O, 

nt H AS fnnp.tinns dfts i 



et, en suivant les règles de calcul précédemment établies, 
on parviendra généralement à réduire le premier membre de 
l'équation à la forme d'un quaternion; ce qui donne 

(2) 

fo^ fa fil fi étant des fonctions des quantités réelles 
a?o,a?i, ...,ao, Pour que l'équation soit satisfaite, il fau- 
dra que chacune des quantités f s'annule séparément, ce qui 
fournira quatre équations, au moyen desquelles on déterminera 
los quatre composantes x^^ ^i,(X)^^x^ dq l'inconnue. 

Si l'on trouve pour ces composantes un ou plusieurs sys- 
tèmes de valeurs réelles, la quantité cherchée sera un quater- 

28 
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nion ordinaire. Si les composantes sont des quantités complexes 
ordinaires de la forme a + p i^—î^ la valeur de X sera ce que 
Hamilton appelle un biquaternion. ^ 

En tenant compte de tous les systèmes de valeurs, tant 
réelles que complexes, des composantes de l'inconnue, le 
nombre des solutions n'est plus égal, comme dans la théorie 
des quantités complexes ordinaires, au degré de Téquation; 
il est généralement plus grand, comme nous en avons déjà vu 
un exemple (art. 404). 

554. Donnons quelques exemples de résolution d'équations 
entre quaternions. 

I. Soit réquation du premier degré 

ijXi, — r,X(l + ï,) -+- Xi, = 1 4- î, -M, . 

En substituant à X sa valeur développée, effectuant les multi- 
plications et séparant les termes de même espèce, on obtiendra 
les quatre équations 

^t — ^8 = *> —2a?,— 1=0, aîo + ar4 = l, — a?^4-a?j = l, 
d'où l'on tire 

a?o = 0, ' a?, = l, a'i = — i, a-,= — f, 
et par suite la valeur de l'inconnue est 

X = Ij — { F, — 1 1, . 

555. II. Soit encore l'équation du second degré 

X»-10i,X--.40[, = 0. 

En posant X = x^-h x^\^ + a?,i, + x,Tj, et égalant séparé- 
ment à zéro la partie réelle et les coeflîcients de î,, i,, i,, on a 
les équations 

= x^{x^^5), 

= t,x^—5t,--20, 

= £r^,.rj -f- 5.r, . 
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On en tire d'abord la solution 

.rj^ = 0, d'où. a?, = 0, a?8 = — 4, x] — 10x^ + 16=0, 

a?^ = 8 ou 2 , 

ce qui donne les deux racines 

X=8i,-4i,, X=:2i,-4j,. 

On a encore la solution a?, =r 5, qui conduit aux équations 

ip; 4- 25 = a;* H- a-î , 
• (xî-f-25)T, = 20xo, 
Orî+25).r3 = -100, 

d'où Ton tire, t désignant l'unité imaginaire ordinaire, consi- 
dérée comme irréductible avec ij, i,, ij, 

irî + 25=±20, x^=±iyb ou ±Si\/b, 

a?, = + a^o ou — Xq, X9 = — 5 on + 5 , 

ce qui donne enfin les quatre solutions 

X=±t K5(l-M,)4-5i,-5i3, 
X=±t.3|/5(i,— i,) + 5i, + 5i3. 

On voit ici un exemple de la multiplicité des solutions que 
TcJn obtient par la combinaison des unités imaginaires de divers 
ordres (art. 404). 

556. II peut arriver, dans certains cas, que l'équation {i) 
(nrt. 553) manque de quelques-uns de ses termes, ou que 
quelques-unes des équations f^ = yf^ = 0, ... rentrent les 
unes dans les autres. Alors l'équation proposée ne fournira 
plus les quatre conditions nécessaires pour déterminer les 
quatre composantes de l'inconnue, et celle-ci sera, au moins 
en partie, indéterminée. 

Exemples, I. Soit l'équation 

le module de X étant seul donné, le verseur UX est entièrement 
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indéterminé, de sorte que la valeur de X peut se mettre sous la 
forme 

X = a.A«, 

Taxe A et l'argument a pouvant être pris à volonté. On voit 
d'ailleurs qu'entre a?o , x, , a?, , a?, on n'a qu'une seule équation 

a?î -*- j?; 4- arj 4- OfTÎ = a* . 

557. II. De même, l'équation 

X = a , ou Xq = a 

laisse indéterminés le vecteur tD X = a?, , ouïes trois compo- 
santes a?i , a;, , x^ , de sorte que X = a + r^ , r^ étant un vecteur 
arbitraire. 

558. m. L'équation 

(A) J^{KXi)z=B, 

A et B étant des vecteurs donnés, ne fournit que trois condi- 
tions, la partie réelle du produit kXi restant indéterminée. Le 
premier membre peut s'écrire 

« 

d'où 

tDAX=B4- AôTo, 

a?, étant arbitraire. La partie réelle y. de aX étant également 
arbitraire, on' aura donc 

■ 

aX= B4- Aa?o -î yo> • 

d'où, en opérant par a~* X , 

X = A-*B 4- .To 4- A-*yo . 

Si l'on développe le premier membre de l'équation donnée, 
on trouve les trois équations séparées 
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qui ne peuvent subsister ensemble que si l'on a la condition 

qui exprime, comme le faisait déjà l'équation (A), que les vec- 
teurs A et B sont rectangulaires entre eux. Cette condition 
étant supposée satisfaite, les équations (B) se réduisent à 
deux, ce qui explique la présence des deux arbitraires x^^y^. 

559. IV. Prenons enfin l'équation 

A et B étant encore deux vecteurs. En opérant par J5.A"*X»on a 

6(A"-^ï^AX) = ô.a-Ha-x:— SaX) = a^o = 0A-*B, 

de sorte que l'équation proposée devient 

« 

1I>.a(0a-*b + J<) = B, 
ou 

t|>Aa?rf=B — A.6a-*B=.A(A-*B— 0A-*B) = A.tl>A-*B. 

1 

On a maintenant a""*b =-5 ab , d'où 

A* ' 

et par suite, en posant a^b^-+-a^b^-{-a^b^ = lab^ei remarquant 
que aï + aî + a;=— A*, 

1I>AT^ = — B — A-*Safr, 

équation analogue à celle de l'exemple précédent, mais où la 
condition de perpendicularité est identiquement remplie. La 
valeur de X sera de même forme ; seulement ici la partie réelle 
x^ est déterminée. 

560. Donnons encore quelques exemples de procédés spéciaux 
qui s'appliquent à des équations d'un fréquent usage. 

I. Considérons une équation du premier degré de la forme 

(1) AX'hXA = 2C. 

A^C^X désignant des quaternions. 



I 



I 
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En développant les produits, celte équation devient 

ou 

Or [art. 545, (3)] 

atXi -H ur, tf< ^ 23 ^<a*, ; 

donc réquation proposée se réduit à 

d'où, en égalant séparément les parties réelles et les vecteurs, 
La seconde de ces équations donne 

(2) x, = 's=:^, 

d'où, en substituant dans la première et développant le produit 



ou 



^v — â, — )='- 



et par suite 

En substituant cette valeur dans (2), on aura a:,. 
Soient, par exemple, 

i4 = l + 2ij — 13, C = 3 + ïj — 2ï, — 15. 

On aura 

a,Co = 3 , (^Ay =14-4 + 1 = 6, 

a<c, = (2fi — i3)(fj--2î, — I,), d'où 0a,.Cr = — 3, 

et par suite 

3-^(^3) _ 
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Il vient maintenant 

Ji — j- — — I, — xji,, 

d'où enfin 

■561 . II. Si l'on donne Téquation plus générale 

AX+XB = C, 

opérons successivement sur cette équation par A X > et par 
y, B; on en tirera 

A*X + AXB = AC, 
AXB + X{'Z,By = CE. 

Ajoutant ces deux équations, et remarquant que B +B = 26,, 
il vient 

[A* + 2b,A + {'^By]X= AC + CB, 

d'où finalement 

AC + CB 



X = 



A* + 2btA+{%BY 



562. III. Si l'on applique ce procédé à l'équation 

(1) AX=XB, 

il vient 

A*X = AXB, AXB = X{'^By, 
d'où 

[A* + {ZBy — 2Ab,]X = 0, 

équation qui ne peut admettre pour X une valeur différente de 
zéro, à moins que l'on n'ait 

ou 

{A -b,)* = bl- {% B)* = - (^ btY , 
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d'où, en désignant par A le vecteur unitaire, axe du quaternion 
4 , ou le vepseup de a* , on a 

On verrait de la même manière que, b étant le verseur de 
b( , on doit avoir aussi 

jB = a^ -f- B.'®tf<. 
Mais, en v^rtu de Téquation, il faut que Ton ait 

^^^4 = '©B, ou al -H d^Oiy = 6* 4- {"^bi)' . 

m 

De plus, des valeurs ci-dessus de A et de B il résulte Oo = to , 
d'où, en vertu de la dernière équation, %at = %bi. Donc 



%ai ^bi 

en appelant h^ la valeur commune des deux rapports. Par 
suite, 

d'où 

1 

=— . AX = (fto + a) (a?o + r,) = {x^-hXi) (Ao -*- b), 

Xq{k — b) = XiB — AXiy 

ce qui donne 

par conséquent, Xi est perpendiculaire à b — a, et l'on a 

Xi = TD.c{K — b), 

c étant un vecteur indéterminé. 

Nous avons maintenant, à cause de a*'=b* =— 1 , et en 
vertu de la formule (10) de l'art. 547, 

iro(A— B) = a?<B— Air< = [Ï>.c(a — b)].b— A.[ÎD.C(A — b)] 

= C(a — b)b — AC(A — B)-t-(A — b)[0.C{A — b)] 
= (CA-t-AC)B — CB* — ACA + (a — b)[6.C(A — b)] 
= 2B.0CA — C 4- C — 2A.0CA 4- (a — b) [0 .C(A— bJ] 
= — (A — b)[0.c(AH. b)]. 



DES QUANTITÉS COMPLEXES. 441 

Donc 

a?o = — '5.c(A-i- b), 

et par suite 

X = — 0.C(A + B)-HtI>.c(A — B) 

= — 0(AC4-CB) — tI>(AC-hCB) = — (AC + CB). 

On peut changer le signe de G , et écrire enfin 

X = AC-t-CB, 

c étant un vecteur de longueur et de direction arbitraires, 
et A , B étant les verseurs de a< et de b^ , 

A = Mao B=llt6,. 

On peut vérifier cette solution, en remarquant que, A et £ 
ayant même module et même partie réelle, il suffit de faire 
voir que AX et XB ont même valeur; et, en effet, cette valeur 
commune est — c -+- acb. 

D'ailleurs, on peut très facilement obtenir cette solution, en 
représentant, comme on Ta fait, par exemple, dans Fart. 507, 
les verseurs des quaternions par des arcs de grand cercle. 

563. lY. Considérons Téquation du second degré 

ou, ce qui revient au même, comme on le voit en remplaçant 
les divers termes par leurs conjugués, Féquation 

(1) X^ = 2AX'{-B. 

Posons 

d^où, en substituant, 

T« -h r il 4- il F + A' = 2 A r + 2 A« -f- B , 
ou , en remarquant [art. 545, (4)] que 

Ay<— y,A = (a^ -h ai)yi—yi{a^ + a<) = 2ll>(ï,y„ 



442 THÉORIE ÉLÉMENTAIRE 

et posant, pour plus de simplicité, 

(y. + ViY — 2T^aiy, = 2c, + 2ct, 
équation qui se partage dans les deux suivantes, 

(2) y; H- y? = 2c,, 

(3) l!>.(y, — fl«)y* = c<. 

En opérant sur l'équation (3) par 0. a, X, >! vient 
OU, à cause de & (a, . ÎD a.j/,) = a^a^y^ = , et de a,», = 

— (yo — «<)y< , 

0.(yo — «Oy< = ^ - 0ff<Ci. 

Par conséquent, 

1 '^ 
(4) (yo - ûf^y* = — 7- 0^»^» + ^•- 

yo 

Si Ton fait maintenant, pour abréger, 

yo'-Oi = Q, d'où yo = ?o» — fl< = ?.', 

réquation (4) pourra s'écrire 

g,Qyi = SqiCi-hq,Ct = Qct—{qiCi — $qiCi) = QCi'-TDgiCi, 

En multipliant par Ô, conjugué de 0, et posant ®0 = q» il 
vient 

d'où, en élevant les deux membres au carré, 

^îq*y? = q*c? - q\c,Q.TI)qiCi-hQ.VqiCi.Ci)-\'{Q.TDqiCiy. 

Or on a [art. 545, (3)] 

C{U.1^qi€i-^iJ,'JDqiCi.Ci 

=^2qQ.Q{Ci.VqiCi) - Ciqt.DqtCt — qi.TDqiCi.Ci, 
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D'ailleurs [art. 547, (5) et (7)], 

On a ensuite [art. 547, (H)], 

Donc 

CiQ.IDqiCt'h Q.VqiCi.Ci = - 2(1Dq,Ciy. 

Enfin, le dernier terme (Q . îDg<c,)*, que nous représenterons, 
pour abréger, par (Or)*, est égal à 

(?o— î*)r(îo—îOr = ?Jr'— 9o(«?< + ?<«) + ?<«Î<R- 

On a d'abord 

BÎ< + î(R = 20},R =1 29 {qiT!^ qid) = 0. 
Puis, 

qifiqiR = {5qiKq{ + 1)q{î{qi)R = Dq(iiqi>n, 

et [art. 547, (10)], à cause de ÔRg, = , 

Donc 

qtfiqtH = — g? R* = — qf (t) g<c<)' , 
et par suite 

{Q R)* = {ql- qî) R* = q' (tl> î.o)« . 

D'après toutes ces réductions, on a 

qlq*yf = q'c}—2q\1^qtcô' + (l\VqiC,y, 
ou 

qlVi =c? — ~i (tl> î*c/j'. 

Mettant cette valeur de y* dans Téquation (2), et remplaçant 
îo> îo ?' ps^r leurs valeurs, il vient 

(5) [yl{9l - 2co) +c7] (yj - a;)-^tl>a,^,)' = 0, 
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OU encore, en remarquant que à}c^ = a^C(,Cia( = aiCi.a,Ci=^ 

Cette équation est du troisième degré par rapport à yl ; 
elle donnera donc pour y^ six valeurs, dont deux au moins 
seront réelles, et d'où Ton déduira ensuite, au moyen de (4), 
les valeurs correspondantes de y,, de sorte que Téquation (1) 
admettra en général six racines. Nous avons déjà rencontré 
cette circonstance dans l'exemple particulier traité dans Tar- 
ticle 555. Hamilton a fait voir qu'une équation du second 
degré en quaternions admet généralement seize racines. Dans 
le cas actuel, dix de ces racines sont infinies. 

564. Si l'on applique les calculs que nous venons de faire à 
l'exemple de l'art. 555, on aura 

A = b\i, 2C=: — 25-+- 40 1,, 
d'où SatCi = 12i ( — 100 1,) = . L'équation en y, devient alors 

»î[(yÎH-25)*-400] = 0, 
d'où les solutions 

y, = 0, y,=z±i\/E, »,= ±3t|/5. 

La première solution ^, = rend illusoire l'équation (4). Mais 
l'équation (3) devient 

^'iy« = — 4ï,, d'où iiy< = — Ato — 4i,, 

fcfl étant une quantité réelle, et par suite 

y/ = *oii— 4i,. 

Portant cette valeur dans l'équation (2), on en tire t^ = ± 3 , 
d'où 

y,= ±3î,-4r,, X = 5i, ± 3r, — 4i,, 

ce qui donne les deux racines en quaternions à coeflîcients 
réels ou quaternions proprement dits. 
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Les autres racines s'obtiendront au moyen des équations 

y^ + Oi yo-^Oi yî—cf 

^ = Vo + y* + ^ • 

565. V. L'équation 

X*' = AX-hXB 

se ramène à une équation du premier degré, en opérant con- 
sécutivement par X~*X et par X-ï"*> ce qui donne 

équation de même forme que celle de l'exemple III, Iqrsqu'on 
prend X""* pour inconnue. 



§11. 

Méthode générale d'Haniilton pour la résolution des . équations 

du premier degré en quaternions, 

566. La forme la plus générale d'une équation du premier 
degré par rapport au quaternion X est 

^AXB -f- 2c.0A'XB' + ^D.VA''XB'.E=F. 

Si Ton remplace I^A'XB' par A'XB' — firXB\ le troisième 
terme du premier membre rentrera dans les deux premiers. 
Donc l'équation peut se* réduire à la forme 

(1) ^AXB + ^C.&A'XB' = F, 

A jByC ^A\B\F étant des quaternions quelconques. 
On a maintenant [art. 546, (7)] 

SAXB=SXBA = x,.5BA + S{Xi.J)BA), 

ce qui fait connaître la forme de la partie réelle du premier 
membre. 
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Pour avoir la partie imaginaire ^ développons le produit 

= x^AB-h aob^Xi-^-a^Xibi-h b^aiXt-hOiXibi, 
et nous trouverons [art. 547, (10)] 

I^AXB 

= XoD AB^D .{a^b^—a^bi-h aib^'-atbi)Xi'\'TI^ .ai{biX4-hXihi) 
=zx^.1DAB-{'TDABXi'h2ai.SbiXi. 

D'après cela, Féquation (1) se partage dans les deux suivantes 

x,(2àSAB-{-^c,.eA'B') + ^1iOifBA.Xi) 

+ ^c,.i2^0^B'A\Xi)=f., 

x^^1DAB'h^DABXi^2^ai.BbiXi 

'h^Ci[x,.BA'ff'h1i(&B'A'.Tt)] = fi, 
ou, en posant, pour abréger, 

9o = ^^ ÀB -h^c^.S A'ff , 

gi=^VAn'h^Ci.lBA'B\ 

hi=^1DBA'h^c,.'&B'A\ 
les deux équations 

(2) /'o = 5'o^o + ^*<^o 

(3) fi = giX^'h^1)ABXi-h2^ai.Bb(Xi-h^Ci.1i(1DB'A\Xi). 

Si Ton élimine ar^ entre ces deux équations, on obtiendra 
réquation 

9ofi—9tfo = 9o^^ABXi-'gi.S^iiXi 

+ 9ob^ai'^biXi'h^Ci.S(1^B'A\Xi)], 

laquelle, à cause de ^tl>i4Baîi=lI>^i4Ba?<, rentre dans la 
forme générale 

(4) 2b.0ax + ÎU0x = c, 

A , B, c , X étant des vecteurs, et Q un quaternion quelconque. 
La résolution de cette équation fera connaître la partie 
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imaginaire x ou a?, de l'inconnue X; en substituant cette valeur 
dans réquation (2), on en tirera la partie réelle x^ . 

567. Le premier membre de l'équation (4) est une fonction 
linéaire du vecteur x, que nous représenterons par le symbole 
nx, de sorte que Téquation (4) pourra s'écrire sous la forme 

(5) nx = c. 

On voit facilement que cette fonction O jouit des propriétés 
suivantes : 
1^ Elle est distributive relativement à l'addition, c'est-à-dire 

que l'on a, x, y, ... étant des vecteurs quelconques, 

« 

D (x *t- Y . . .) = D X 4- D Y + 

2^ On tire de là, par le procédé connu, a étant un nombre 
réel quelconque, 

nax = anx. 

3*^ Il résulte encore, de la première propriété, que l'on a, en 
prenant la différentielle, 

d[Jx=Ddx. 

Si l'on désigne par Q"* la fonction inverse de Q » définie 
par l'égalité 

la valeur de x sera donnée par l'équation 

(6) x = n"*c. 

Le problème est donc ramené à la détermination de cette 
fonction inverse D"** 

568. Il est clair que tout vecteur peut être exprimé au moyen 
de la somme de trois vecteurs non coplanaires quelconques, 
multipliés par des coefficients réels. Si donc on pose 

n(nx) = n«x, n(n?x) = n»x, 

les vecteurs Qx, n*x ne seront pas, en général, coplanaires 
avec X. On pourra donc exprimer Q'x par une fonction linéaire 
à coefficients réels de x , D x , n*x . 
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La même chose aurait encore lieu dans le cas où D*^ serait 
coplanaire avec x et Dx. D'abord, si Ton avait nx = Xx, on 
en conclurait n*x = X'x, ce qui est un cas particulier d'un 
trinôme linéaire en x, Qx, D'x. Si Q'x est coplanaire avec 
X et n X , on pourra poser 

□«X = ).x -f- uDx, 
d'où 

n'x = xnx4-;*n'x = >x 4-(>-4- .onx, 

ce qui rentre encore dans le cas général. 
Si donc on pose généralement 

(7) — n'X=:XX4-fAnX-l-»D"X, 

Xy jx, V seront des quantités réelles, indépendantes de x, et 
on pourra les déterminer par des procédés analogues à ceux 
des art. 549 et 550, en remplaçant successivement x par trois 
vecteurs connus quelconques, x',x',x"', et résolvant les trois 
équations résultantes. 

Si maintenant on remplace x par n""*x, l'équation (2) 

» 

devient alors, en transposant, 

(8) — >n"-*x = fix 4- vDx-t- n'x, 

et la fonction inconnue D"* se trouve exprimée au moyen 
d'opérations directes. 

Dans le cas où Ton aurait X = , u restant fini, on rempla- 
cerait X par D"*x, ce qui donnerait 

— fiD"*x = vx + Dx. 

Enfin, dans le cas de X=u=0, on remplacerait x par n"'x, 
d'où 

— V □"* X = X . 

569. Pour donner un exemple de la détermination des coeffi- 
cients X, OL, V, prenons la fonction 

nx = — aîij.SirjX — flji,.0f,x — tfjij.ôisx, 
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que Ton rencontre dans la théorie des surfaces du second 
ordre à centre. On peut écrire cette expression sous la forme 

Remplaçons successivement x par i^ , i, , i, . On aura 

D I. = — 2drai rr.0irî, = aî u , 
d'où 

et de même • 

En faisant, dans l'équation (2), x = i., il vient 

— a; = X 4- [laî 4- va,* . 
Donc a\ , oj , aj sont les racines de l'équation cubique 

2'-h v;:"-f- f*;2 + > = 0, 
d'où l'on conclut immédiatement 

Donc 

n'x = fl;aîajx— ■(2ara.*).nxH-(2a*).n*xO, 

et partant la fonction inverse D"* sera donnée par la formule 

aîaîaî.D"*x = (2a;a?).x — (2a;).nxH- D'x. 

570. Cela posé, considérons une fonction linéaire d'un vec- 
teur X, de la forme 

(9) nx = 2B.5Ax + tD(3x. 

Opérons par 5yX , y étant un autre vecteur quelconque. Il 
viendra 

0(Y.nx)=:2)5(YB.0AX)-4-Ô(Y.lI>Ox). 

(') si l'on remarque que l'opération D est commutative avec la multiplication 
par un facteur réel a, puisque D {olx) = a . D x , on voit que cette équation peut 
s'écrire sous la forme 

(n-a])iO — aï){n — a\)\—0. 

29 
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Or 

0(YB.0AX) = 0TB. 6aX = $XA.0BT = 0(XA.0BY), 

0(Y.Î>Ox) = 0[Y.lI>(î, + y<)x] = ?o0ïx + ^ïî<x 

= î,0XY— 0XÎ,Y=0(X.ai>ÇY). 

Si donc on désigne par 

(10) D'Y = 2A.0BY + ai>^Y 

• 

une nouvelle fonction linéaire, différant de la fonction D P^i* 
réchange mutuel des lettres A et b 4 P^^ ^^ changement de Q 
dans son conjugué 0* on aura, quels que soient les vecteurs 

X,Y, 

(11) 0(Y nx) = 0(X.D'Y). 

Les fonctions Q ^t D'i qui jouissent de la propriété expri- 
mée par cette équation, sont dites conjuguées entre elles. C'est 
sur cette propriété qu'est fondée la méthode que nous expo- 
sons. 

571. Soient L, M deux vecteurs tels que Ton ait 

(12) nx = ï>LM. 

En opérant par . l X et par . m X » on aura 

0(L.nx) = o, 0(ii.nx) = o. 

Mais, si l'on introduit la fonction conjuguée Q', ces équations 
deviendront 

0(x.n'L) = o, 0(x,n'Bi) = o, 

ce qui fait voir que le vecteur x est perpendiculaire à chacun 
des vecteurs Q'l, D'm. Donc x est parallèle à l'axe du quater- 
nion D'l.Q'm, d'où l'on tire, .m étant une quantité réelle, 
encore indéterminée, mais indépendante, comme nous le 
verrons, des vecteurs L , m, x, 

(1^) »nx = îi>(n'L.n'M). 
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Op, d'après l'égalité (12), on a 
d'où nous tirons 

(14) in.n-^tl>LM = ï>(n'L.n'M), 

et le problème de l'inversion de la fonction □ est ainsi résolu. 

572. Il reste à déterminer la constante m et à exprimer le 
vecteur î|) (Q'l.Q'm) en fonction de HÏlm. 

Opérons sur l'équation (13) par Q'nX i N étant un vec- 
teur quelconque, non coplanaire avec l et m . Il viendra, en 
vertu de (11), 

w0(n'N.n-*îl'LM) = m.0(N.nn-'t!>Lii) 

= îW.0(n.Ï)lm) = fW.0LMN = 0(m.ï>LM.N) 

= 0[ntI>(n'L.n'M).Ni=:0[iD(n'L.n'M).n'N] 
= 0(n'L.D'M.n'N), 

d'où l'on tire 

0(n'L.D'M.n'N) 



(15) m = 



d.LMN 



Cette quantité est indépendante des;iraleurs particulières des 
vecteurs L , m , n . En effet, soient 

l' =«LH-pil-H7R, Il'=a'L4-p'M+7'N, N' = «'l -4- ^'M + y'N 

trois vecteurs, qui peuvent être quelconques, l,m,n n'étant 
pas coplanaires. On aura 

q'l' = «D'L + jSD'M + yD'L, elc...., 

d'où, en remarquant que [art. 546, (7)] la quantité de 0U|U,u, 
change de signe par la permutation des indices, en suivant la 
même règle que les termes d'un déterminant, 

0(n'L'.D'M.n:N')=l«PVI-S»(D'L.n'ii.n'N), 

0l'm'n' =|al5y |.SlMN, 

quantités dont le rapport ne dépend pas de a,p,Y,a', ..., 
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ni, par suite, du choix des vecteurs l', m', n' . Chacune de ces 
quantités est, en effet, un invariant, et le multiplicateur numé- 
rique est le même pour les deux, quand on passe d'un système 
de trois vecteurs à un autre. 

573. Changeons maintenant D en Q +S> J étant un nombre 
réel quelconque, ce qui revient à augmenter de g la partie 
réelle q^ du quaternion Q. Il est clair que Q' deviendra \3' +9i 
et l'on aura, au lieu de l'équation (14), 

= îD(n'L.n'M)-+-fl't!>(L.n'M + n'L.ii)4-^Ml>LM 

en posant 

Vlm = l.D'm-h n'i-M. 

Dans l'équation précédente, 

9lmk 

est ce que devient m quand D est changé en D + S^» ♦'^i et m, 
étant deux nouveaux coefficients réels, indépendants, comme 
f», de L, M, N, et donnés par les formules 

Ô'CL.n'M.D'N-HM.D'N.n'L-f-N.n'L.n'M) 

0LMN 

(i6) l ^ 

^ ^ * 0(MN.n'L-+-NL.n'M-f-LM.n'N) 



g 



LMN 

En substituant pour m, sa valeur dans l'équation 

opérant sur les deux membres par D + y , et égalant de part 
et d'autre les coefficients des mêmes puissances de g, on a 
deux identités, plus les deux équations suivantes 

(17) 1W4 = D V + wn~s w, = n + V , 

dont la seconde détermine V , et montre que nous avions bien 
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le droit de traiter tI>(Li D'm + D'l-m) comme une fonction 
vectorielle et linéaire de tl^LM. 
On aurait pu arriver au même résultat comme il suit : 

6(l.V1I>LM) =6(L.n'L.M) = — 0(LM.n'L) 

• = — 0(t)LM.n'L) = — 0(L.nîI'LM) [éq.(U)], 

0(M.Vt!>LM)=0(ML.n'M) = — fii(M.ntI>LM), 

0(N.Vll^LM) = 0(NL.n'M + N.n'L.M)=:WÎ,.0LMN— 0(LM.n'N) 

= 0[N(m,tI>LM — nt!>LM)], 

et, de plus, ces trois équations sont satisfaites par V = w, — Q • 

574. En éliminant V ^ntre les équations (17), il vient 

m^ = n (tw,— D) + mD"* , 
c'est-à-dire 

(18) wn-* = w,— w.n + D', 

ce qui donne la solution complète des équations vectorielles et 
linéaires. 

Nous allons éclaircir la méthode précédente, en développant 
le calcul de quelques exemples. 

575. I. Soit proposée l'équation 

□ x = Î1)axb = c. 
Nous aurons alors [art. 547, (12)] 

n'X = X>BXA= DX. 

Donc 

0(tDALB.tI)AMB.tI)ANB) 



m = 



0LMN 



Or, L,M,N sont trois vecteurs non coplanaires quelconques. 
On peut les supposer égaux à a,b,c, si ceux-ci ne sont pas 
coplanaires. On a alors 

0(A«B.AB«.tl>ACB) AV.0(BA.t!>ACB) 
0ABC 0ABC 
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Mais on a [art. 547, (10)] 

BA.11^AGB = BA(A.0BG + B.0AG — G.0AB) 

= A'.0BG.B + BAB.0AG--BAC.0AB. 

Op0bab = 0abb = O. Donc la partie réelle de 0(ba,ÎDacb) 
se réduit à — 0bag.0ab = 0abc.0ab. Par conséquent, 

m==A'B*.0AB. 

On a ensuite 
W4.0abc = 0(a.ab'.1I>acb + a*b.b.1I>agb + a'b.ab'.c) 

= A*B*.0BAC = — a'b'.0ABC, 



d^où 
Enfin, 



fW4 = — a*b". 



m,.0ABG==0 (AB.H^AGB + A.AB*.G -h a'B.BC) 
= — 0ABG.0AB, 

d'où 

fW, = — 0AB. 

On a donc 

A*B*.0AB.n"*C = A'B'.0AB.X 

= — A'B*C4-0AB.X>ACB-|-lI>(A.tl>AGB.B). 

En développant, on trouve [art. 547, (iO)] 

A.X'aCB.B = 0BG.A*B + 0AG.AB* — 0AB.AGB, 

d'où 

tl>(A.iPACB.B) + 0AB.tI>AGB= a'b.0BC -h AB*.0AC , 

ce qui donne 

_A'b.0BG+ AB*.0AC — A'b'c _ A-*.0AG -f- B~^0BC — G 
a'b^0AB 0AB 

Il est facile de vérifier que cette valeur satisfait à l'équation 
proposée. On a, en effet [art. 547, (10)], 



A.A-~*.0BG.B4-A.B"-*.0BG.B.— ÀCB 



0AB 

B.0AG4-A.0BG — tl>AGB 

0AB 
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576. On aurait pu obtenir plus simplement la solution par 
une méthode directe. On trouve, en opérant sur Téquation 

1I)axb = c 

par . A X » puis par . b X » 

0(A.ÎI>AXB) = 0(A.AXB) = AV0XB = 0AC, 

et de même, 

b".0ax = 0bc. 
Par suite, 

A.0XB = A-*.0AC, B.0AX =Br^0BC, 

d'où, en ajoutant, et ayant égard à l'équation (10) de Fart. 547, 
qui donne H^kxb = a . 0bx + b . 0ax — x . ab = c , 

X.0AB = A-S0AC4-B-*.0BC — c, 

ce qui s'accorde avec le résultat précédent. 

577. Si A,B,G sont coplanaires, la méthode ne cesse pas 
d'être applicable; mais le résultat peut être obtenu beaucoup 
plus simplement. 

On a, en effet, dans le cas de vecteurs coplanaires [art. 551, 

(18)]. 

O = 0ABC = 0(AB.1I>AXB)=0[AB(A.0XB4-B.0AX— X.0AB)] 
= 0A6A.0XB + 0AB'.0AX — 0ABX.0AB, 

d'où résulte 0abx = O; x est donc caplanaire avecA,B,c. 
Dès lors, l'équation proposée peut s'écrire 

AXB = c, 

d'où l'on tire immédiatement 

X = A*CB"-^ 

ou, en vertu de la formule (10), art. 547, 



= A-*.0CB-* -*- B-*.0A-*C — C.0A- 



'B-*. 



On peut vérifier que cette formule équivaut à ce que devient 
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la valeur générale trouvée plus haut, lorsqu'on y introduit les 
conditions de coplanarité. Il faut prouver que Ton a, dans ce 
cas, 

(0AB)-*(A-*.0AC4- B-*.0DC — C) = A-*CB-*. 

On en tire, en effet, en représentant le premier membre par x, 

AXB = (0AB)"~* (B.0AC -h A.0BC— ACB); 

or, à cause de 0acb = 0, on a 

ACB = tI'ACB = A.0CB-f- B.0AC — C.0AB. 

Donc la valeur de axb se réduit à c, et par suite 

578. II. Soit l'équation 

□ x = HJabx = c, 

et supposons d'abord a, b, c non-coplanaires. On pourra alors 
prendre ces vecteurs pour l,m,n. On aura [art. 570, (10)] 

n'X=ÎI>(ÂB.x) = t!>BAX. 

Par conséquent, 

m.0ABC = 0(BA*.BAB.t!JBAC) = A*B*.0 (AB.IUbAC) 
= A'B*.0.AB(b.0AC + C.0AB — A.0BC) 

= a'b*.0abc.0ab, 
d^où 

m = a*b'.0ab; 

Wt.0ABC = 0(A.BAB.tl>BAC 4- BA'.B.tD BAC -|- BA'.BAB.C) 
= 0[(aBAB + A*B')tDBAC -h A*B'ABC] 
= 0.AB(AB + BA)t!>BAC -f- a'b'.0ABC 

= 20ab.0[ab(ba-c — 0BAC)] -h a'b'.0abc 

= [2(0ab)* + a'b']0abc, 
d'où 

Wj=2(0AB)»-f A«B*; 
m,.0ABC = 0(AB.tI>BAC -h A.BAB.C-I- BA'.BC) 

= 0.AB(bAC — 0BAC) + 0[ab(aB4-BA)c] 
= 30AB.0ABG, 
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d'où 

W, ±z30AB. 

Par conséquent, 

fWX = A'BV0AB.n~*C 

= [2(0ab)* + a*b']c-30ab.ÎI>abc + 1P(ab.Ï>abc). 
On a maintenant 

0AB.1DaBC = 0AB.(A.J3bC — B.0AC4-C.0AB), 

et, à cause delDABA=A.0BA — b.0a' + a.0ab = 2a.0ab 

— A*B, 
iP(AB.tl>ABC) = (2A.0AB — a'b)0BC — ABV0AC + 0AB.tl>\BC. 

Donc, en faisant, pour abréger, 0BC = a,0AC = p,0AB = Y, 

mx = (27*+ aV)C— 27(«A— /SB + yCj 4- (2«7— PB*) A — «A* B 
= — /3b'a 4- {2j37 — aA*)B 4- a'b*C, 

ou 

(1) aV.0ab.x=—0ac.b'a4-(20ac.0ab — a'0bc)b4-aVc. 

579. On peut résoudre la même équation, sans employer la 
méthode générale, en procédant comme il suit. On a 

C = ^DaBX = X.0AB + tI>(tl>AB.X). 

En opérant par .(JIIab) X, on a 
0(1I>ab.g) = 0abc 

= 0AB.0(tDAB.x) -h [tI>AB.tI>(10AB.x)] 
= 0AB.0ABX + [(ÎI>AB)*x] = 0AB.0ABX. 

« 

En ajoutant cette équation à Téquation donnée, multipliée par 
0AB, il vient 

C.0AB + 0ABG = 0AB.ABX, 

d'où Ton tire 

(2) 0AB.X = Br*A-*(C.0AB + 0ABC), 
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solution qui se présente sous une forme plus simple que la 
précédente (1). 

Pour montrer que ces deux solutions s'accordent, multiplions 
réquation (2) par a'b*; ce qui donne 

a'b'.0AB.X = BAC.0AB + BA.0ABG. 

Le second membre est un vecteur, sa partie réelle 

0BAC.0AB+ 0BA.0ABC 

étant nulle [art. 546, (7)]. On peut donc écrire l'équation sous 
ia forme 

A*B.0AB.X = 1ObAC.0AB — tI^AB.0ABC, 

ou, en y ajoutant la quantité nulle 

— C.0(AB.lI>AB)-*-A.0(B.tDAB.C)4-B.0(ÎI>AB.AC)-hlI>AB.0ABC 

[art. 549, (15)], 

A*B*.0AB.X 

= 1I>(bac.0ab)— c.0(ab.ÎDab) + a.0(b.1I>ab.c)+b.0(ÎI>ab.ac). 
On a d'ailleurs 

1JbAC = B.0AC — A.0BC + C.0BA, 
0(B.ÎI>AB.C) = -- 0(1I>AB.BC)= — 0(aB.BC — 0AB.BC) 

= — B*.0AC + 0AB.0BC, 
0(tDAB.AC) = — 0{A.11>AB.C) = — A«,0B(:-h0AB.0AC, 
0(AB.HI>AB) = — 0(bA.ÎI>AB) = — A»B* + (0AB)*, 

Donc, en substituant ces valeurs et réduisant, on a 

A*bV0AB.X = — AbV0AC4-b(20AB.0AC — A*.0BC)-f-A*B*C, 

ce qui est bien la valeur trouvée plus haut. 

580. Si les vecteurs a , b, c sont coplanaires, on a alors 
O = 0abc==0(ab.1Dabx) 

= 0(ABA.0BX--AB*.0AX4-ABX.0AB) 
= 0ABX.0AB, 
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d'où Ton conclut que x est coplanaire avec a, b, c. On a donc 

ABx = c, d'où x = B-*A-*c, 
ou encore 

X==B-^0A *C — A-^fl»B-*C + C.0B-*A-^ 
58^. III. Soit proposé de résoudre l'équation 
(3) ÎDex = c, 

E et c étant des vecteurs. Nous allons commencer par déduire 
la solution de cette équation de celle de l'équation tI>ABX = c, 
ce qui nous donnera l'occasion d'examiner certains cas dans 
lesquels les quantités m s'évanouissent, et de montrer l'usage 
des fonctions évanouissantes dans la théorie des quaternions. 
Nous trouverons ensuite des solutions beaucoup plus simples. 
Si, dans l'équation (i) de l'art. 578, nous posons 

AB = ^0-^E, 

e^ étant un nombre réel, on obtiendra la solution de l'équation 
(3) en faisant tendre' e^ vers zéro. 
On a, dans ce cas, 

A*B* = AB.Âb= (^o"*"E) (^0 — E) = ^0 — E', 
AB'.0AC + A*B.0BC = AB.B.0AC4-BA.A.0BC 
==(^o + E)B.0AC+(^o""E)A.fi»BC 
= ^oC'^-'S'AC + A.0BC) 4- e(b.0AC — A.0BC). 

Or on a [art. 547, (9)] 

B.0AC — A.0BC = tl>(C.t!>AB) = :JI>CE. 

L'expression précédente se réduit donc à 

^rt(B.0AC4- A.0BC) -f- E.I^CE. 

m 

Par suite, la solution de l'équation sera donnée par la 
formule 

= (^î — E*)C-f-2^<,.0AC.B — ^oC^^-i^AC-}- A.0BC)- E.H^CE 

= (ô;-E*)C + fo.tl>(C.tl>AB) — E.%>CE. 
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Or 0(e.ï>ce) = 0ece = O; donc E.tl^CE est un vecteur égal 
à — t!>CE.E = (0CE — ce)e = e.5ce — CE*. D'après cela, 
réquation précédente devient 

{cl^K*)e^x = elc-he^.DcE — e.0ge, 

d'où, en divisant par e^, et faisant ensuite ^o = 0, 



— E*X = 1|)CE — E. ji™ - 



CE 



m 

Mais, par la forme même de Téquation proposée, on voit 
que Ton doit avoir 

0CE = 0(e.ÎDex) = 0E*x = 0; 

0GE 

donc la limite de -' est indéterminée, et Ton peut la rem- 

placer par une quantité réelle arbitraire h^. Donc la solution 
cherchée est 

ou encore, à cause de 0ce = , 

X = B-* (Ao 4- C) . 

En effet, cette équation donne bien ex = A, + 0, d'où 

t)EX = C. 

582. De là un mode de solution très simple. On a, quel que 
soit Ao, J^Eh^E"^ = 0, d'où il s'ensuit que 

1I>.E(x — AoE"*) = ÎI>EX = C 

est un vecteur constant, quel que soit A,, Donc 

E(X — AoE-*) = EX — Ao = Co4-C, 

d'où l'on tire la solution précédente, en écrivant A, au lieu 
de h^ + c,. 

583. Appliquons maintenant à la même équation la méthode 
générale. Prenons pour l,m,n les vecteurs e,g et ec, ce 
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dernier produit devant être un vecteur si l'on veut que x en 
soit un (art, 581). On a alors • 

0(Î>ec.ec) = 0(ec.ec) = — 0(EC.ic) = — 0(ec.ce) = — e'c*; 

— E*C*.m = 0[t>(E«).î!>CE.Î>E'c]=O, 

d'où w = 0; 

— E*C*.m4 = 0[E.tl>CE.l!>ECE + lI>(E*).C.tI>ECE-hll>(E«).î)cE.E] 

=:0[E.tUcE.l!>(E.î!>CE)]==0(E.CE.E.CE)=:E*C», 

d'où mj= — E^; 

— e'c*.ÎW, = S[EC.l!>ECE+E.lI>CE.EC + tl>(E*).CEC] 

= Ô(ec.e.ce) = 0, 

d'où w, = . 
L'équation cubique en Q devient donc 

— E'n4-D' = o, 

d'où l'on tire 

E 



X = n-*c z= i ÎÏEC -H n-'o. 



Or l'équation □•z = peut s'écrire sous la forme 

= tD(E.ÎI>EZy=lI>[E(EZ— 0EZ)]=:E*Z — E.0EZ. 

Donc, si z n'est pas nul, il faut qu'il soit parallèle à b^ et de la 
forme h^E , d'où 

z = n-«0 = AoE, 
et partant 

Xzm — .JDEC + h^E. 
E* 

584. IV. Prenons enfin l'équation 

□ x = A.0BX4- A'.Ôb'x -4- A'.0r/X =i C, 
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à laquelle peut se ramener le cas le plus général d'une équa- 
tion linéaire (*). On a 

n'X = B.0AX -h B'.0a'X 4- b'.0a'x. 

En prenant pour l, M, îî les vecteurs a, a', a', qui ne sont pas 
généralement coplanaires, on a 

0(D'A.n'A'.D'A') =0,(b.)5aa+ b'.0a'a4-b'.0a'a)X...X.- 

dAA 0a'a 



= 0bb'b'. 



0a'a 



0aa' 0a'a' 0a'a' 



>AA' 







a'a' 



a'. 



Or on a 

0iV.0aV-0aV.0a'a' = 0(aV.a'a')— 0aV.0a'a' 

= 0[a'a'.(a'a'— 0A'A')]=0(AV.tl>A'A')= — 0(ÎI>A'A'.tl>A'A'), 

0a'a'.0aa' — 0aa'.0aV = 0aa'.0a'a' — 0(aa',a'a') 

= 0Laa'(0a'a'— aV)] = 0(aa'.ÎI>a'a')=— 0(1I>a'a.Î>aV), 
0aa'.0a'a'— 0a'a'.0aa' = 0aa'.0a'a'-0(aa'.a'a') 

= — 0(ljAA'.tI>A'A'). 



(*) En effet, soient b, b', b* trois vecteurs non coplanaires quelconques, et déter- 
minons trois autres vecteurs c', c'., c' par les conditions 

c .0bb'b' = 1I>b'b', 
c'.0bb'b' = 1Db'b, 
c'.0bb'b' = ÎI>bb'. 

Si X est un vecteur quelconque, on aura identiquement [art. 550, (16)] 

X.0BBB' = KI>B'B'.0BX-4-l!>B'B.0B'x + tl)BB'.0B'x, 
ou, en a3fant égard aux relations précédentes, 

X = C.0BX -j-c'.0b'x + c'.0b'x. 
Si l'on pose maintenant, quelle que soit la fonction linéaire et homogèue [H , 

Gc = A, nc'=A', Dc' = a', 



il viendra 



nx = A.0BX + A'.0B'X-h a'.0b'X, 



d*où Ton voit que le premier membre de toute équation D x=:c est réductible à la 
forme trinôme que nous considérons, et qui peut être regardée comme la forme 
type. 
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Donc le déterminant a pour valeur 

— 6aa.0(11>a'aMOa'a')-0aa'.0(1I>a'a.1I>a'a')— 6aa'.0(1I>aa'.1I>aV) 

= — 0.A[A.0(A'A'.lI>AV) + A'.0(A'A.'ï>A'A')4-A'0(AA'.t>A'A')]. 

Or, d'après la formule (15) de Fart. 549, la quantité entre 
crochets est égale à Dk'k' .fS^kk'k'. Donc la valeur du déter* 
minant est 

— 0[A.tI>AV.0AAV] = -6AAV)*, 

et par conséquent 

m=: — 0aaV.0bb'b'. 
On a ensuite 

0(A.nv.nv) 

— 0[a.(b.0AA'+b'.0A'a'+b'.0a'a')-(b.0AA'4-b'.0aV4-b'.0aV)] 

= 0[b'b'.a.(0aV.0aV— 0aV.0aV>]4-... 

=^ — 0[B'B'A.0(A'AMPAV)+B'BA.0(A'A.îl>AV)4-BB'A.0(AA'.îi>AV)]. 

On aura de même 

0(D'A.A'.nV) = — [b'bV..0 {k'k.Vk'k') -h ...], 

0(n'A.DV.V) = — 0[b'bV.0(aa'.ÎI>aV)4- ...], 

d'où Ton tire, en faisant la somme et ayant égard à la formule 
(15) de l'art. 549, Icnumérateur de Wi 

= — 0.b'b'[a.0(aV.1I>a'a'') + a'.0(a'a.ÎDaV) + a'.0(aa'.1!>aV)]+... 

= — 0[B'B'.lDA'A'.0AA'A'4-B'B.iPA'A.0A'A'A4-BB'.t>AA'.0A'AA'] 
= -0AAV.0(tI>AV.îDB'B'4-lI>A'A.tI>B'B + ÎI>AAMI>BB'). 

Donc 

m^ = — 0(lI>AV.l^B'B'-HÎl>A'A.tI>B'B + tI>AA'.tl>BB'). 

Enfin 

0(nA.AV) = 0[ÔAA.BA'A''+0AA'.B'AV4-0AA'.BVA']. 

Formant de même les deux ïiutres termes du numérateur de 
m^, et ajoutant, on trouve, en vertu de la formule (16) de 
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l'art. 550, 

0[b(aV.0aa-+- a'a.0aa' -h a a'. a a') 4- ...] 

= 0[B(î>A'A'.0AA-t-tI>A'A.0AA'-+-ï>AA'.0AA')H-...j 

= 0(ba.0aa'a' + bV.0aVa4-bV.0a'aa'), 
d'où 

fîl, = 0(AB-hA'B' -h aV). 

Par conséquent, on a, pour la solution cherchée, 

-0AA'a!0BB'b:X = — 0(ï>A'A:.î>B'B'4-t!)A'A.WB4-îi>AA:ï>BB').C 

— 0(AB-hA'B'+AV).DC-f-n'C. 

585. On peut arriver plus simplement à ce résultat. Si Ton 
opère, 'en effet, sur l'équation successivement par 0a'a'X7 
0a'a X, 0aa' X, il vient 

0a'a'a.0bx = 0aV(:, 

0A^a'.0b'X = 0a'aC, 
0AA'a'.0b'x = 0AA'c. 

De ces équations on tire [art. 550, (16)], en les multipliant 
respectivement par J)b'b\ ÏJb'b, Î|)bb', et faisant la somme, 

0AA'A.0BB'B^X = î!^B'B^0AVc-hîI>B'B.0A^C-hPBB'.0AA'c. 

On peut vérifier comme il suit l'identité de cette valeur 
avec celle que donne la méthode générale. On a, en effet 
[art. 549, (15)], 

ÎDb'b'.0a'a'c 

= A'.0(A'C.îUB'B')-HA'.0(CA'.t!>B'B')4-c;0(A'AMJB'B') 

= A'.0[A'.î!)(C.1i)B'B')]4- ... 

= a'.(0aV.0cb'-~0aV.0cb') 

H-A'.(0c'B'.0A'B'-0CB'.0A'B')-t-C.0(AV.PB'B'). 

Traitant les deux autres termes de la même manière, on 
trouve 

0aaV.0bb'b'.x 

= A(0A'b'.0CB.— 0A'B.0CB'-t-0AV.0CB— 0a''b.0CB') 
4-a'(...)+a''(...) 

cL0(A'A\ï>B'B')-h0(A'A.tDB'B)H-0(AA'.t>BB')l 
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= A[6bC.(6aB+0A'8' + 0a'b')— 0AB.0BC— 0A'B.0B'C-0A'B.0b'c] 

+ A' [. . .] + A'[. . .] +C[0(a'aMDb'b') + . . .] 

= (a.0bch-a'.0b'c + a'.6b'c)(0ab-4-0a'b' + 0a'b') 

— a.0[b(a.0bc + a'.0b'c + a'.0b'c)] 

— a'.0[b'(a.0bc+...)]— a'.0[b'(a.0bc+...)] 

+ C[0(A'A'.t>B'B')+...] 
= DC.iAB— n*C + C.^0(AA'.lI>BB'), 

valeur qui coïncide avec celle de l'art, précédent, à cause de 
(aa' . IDbb') = (ÎHaa' . ÎI>bb') , etc. 

586. On voit par ce qui précède que, dans les divers cas 
particuliers, on peut le plus souvent trouver des procédés 
directs plus courts que l'emploi de la méthode générale. Mais 
outre son application à la résolution des équations, la méthode 
d'Hamilton est surtout importante parce qu'elle nous apprend 
à exprimer les inverses de certaines fonctions de n> telles que 
(n — g)"^ 7 à l'aide d'opérations directes, propriété qui est de la 
plus grande utilité dans les applications, et aussi parce qu'elle 
conduit à l'équation fondamentale du troisième degré 

qui résulte immédiatement de l'équation de Tart. 574, et qui 
joue un rôle considérable dans le problème de la détermina- 
tion des axes des surfaces du second degré et dans ceux qui 
lui sont analogues. 

587. D'après ce que nous avons vu (art. 574), on peut déter- 
miner trois coefficients réels m, w^, w,, tels que l'équation 

(1) (D' — wî^n^+w^D— w)x=:0, 

que nous représenterons, pour abréger, par 

(2) T(n)x = o, 

soit satisfaite identiquement par un vecteur quelconque x . 

12 
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Si Ton désigne par g^^g^, 9, les racines de Téquation cubique 
réquation (4) pourras' écrire symboliquement sous la forme 

(4) (n-?i)(n-fl^.)(D-flf,)x = o. 

Cela posé, cherchons la condition pour qu'un vecteur x soit 
parallèle au vecteur Qx, c'est-à-dire pour que l'opération D 1 
appliquée à x, n'en change pas la direction. On devra avoir, 
g désignant un nombre réel, 

(5) nx = gxC), 

d'où 

et, en substituant dans l'équation (1), à laquelle tout vecteur 
doit satisfaire, 

(g^ — ^tg^ + w^gf — m)x = 0, 

ce qui exige que le coefficient g soit l'une des racines de 
réquation (â). Il faudra donc prendre pour x un vecteur satis- 
faisant à Tune des équations que l'on obtient en remplaçant, 
dans (5), g par l'une des valeurs gf», gf,, g^, savoir, un des 
vecteurs x», x,, x,, tels que 

(6) (n-!7i)x,=:0, (n-j/.)x, = 0, (D — (7j)x3 = 0. 

588. Supposons les trois racines jfj , y, , g^ réelles et inégales. 
Si X,, X,, X, sont trois vecteurs non coplanaires quelconques, 
on peut décomposer le vecteur quelconque x suivant leurs di- 
rections, et l'on a, a,, a,, a, étant trois quantités réelles, 

(7) X = aiX4 + «,X, 4-ajX,. 



(1) t^elte équation peut encore s'écrire sous la forme d'une équation du second 
degré 

îD(x.nx) = o. 
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Opérons par Q — 9i sur les deux membres de cette égalité; 
il viendra 

Si maintenant x», x,, x, sont les trois directions qui satisfont 
respectivement aux équations (6), (D — ffi)Xi s'annulera; 
ensuite, x, étant parallèle à Qx, et par suite à (D — ffi)x,, 
et X, étant de même parallèle à (Q — ffi)x», on voit que 
(G — g^)x se réduira à la forme 

(D — fl^i)x = a;x,4-a;X8, 

ai et ai étant de nouvelles constantes réelles. Donc l'opéra- 
tion n — Qi fait perdre à un vecteur quelconque x sa compo- 
sante parallèle à x» , et par conséquent (D — S^i)x est parallèle 
au plan dex, et de x,. 

En opérant actuellement par D — 9ij on voit de même que 
le vecteur x, par l'effet des deux opérations successives, a 
perdu ses composantes parallèles à Xj et à x,, et qu'il est 
devenu ainsi parallèle à x,. Donc x, est parallèle, ou, ce qui 
revient ici au même, 'égal au vecteur (D — ffi) (D — fl'Ox, ce 
que l'on peut représenter symboliquement par l'équation 

?(n) 

X étant un vecteur quelconque. 

On peut aisément vérifier ce résultat. En effet, si l'on opère 
par n — ff,, on a, en vertu de l'identité (3), 

{a—9z)^, = (D-ffi) (n-!7.) {D—g,)x = y(n)x = o. 

En déterminant de même les deux autres directions, on aura 

^^^ '^"D^^''' ''-~n=7/' ^'-□ir^^' 

X étant un vecteur arbitraire. 

589. Si les racines y,, jf, étaient égales entre elles, la troi- 
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sième équation (6) se confondrait avec la seconde, et Ton 
n'aurait plus que deux directions x, , x, satisfaisant à la condi- 
tion (5). Pour représenter un vecteur quelconque x par l'équa- 
tion (7), on prendrait pour x, un vecteur arbitraire, non 
coplanaire à x. et x,. On aurait alors pour x, et x, les mêmes 
valeurs 

x,=-4^x=(n-.i^.)«x, 

X. = -^^ X = (D - (7i) (D -i?.) X , 

O—Qt 

qui vérifieraient les deux premières équations (6). Mais, en 
opérant sur (7) par (D — gd (D — Ot) » il viendrait 

et le second membre satisfait à Téquation 

(n-fft)x = o, 

quel que soit x, différent de x . 

Si les trois racines sont égales, alors tout vecteur satisfait à 
la relation (n — gf,) x = . Car , en prenant x» = (Q — ÇtY^ i 
l'équation (Q — Si)Xj = est satisfaite, et x, peut représenter 
un vecteur quelconque. 

590. Considérons maintenant le cas où la fonction Q est 
conjuguée à elle-même^ c'est-à-dire égale à sa conjuguée D'» de 
telle sorte que l'on ait (art. 570), quels que soient les vecteurs 
xetV, 

(9) 0(Y.nx) = 0(x.nY). 

Des équations (6) on tire 

fl'tffj-^ X.Xa = (D X,. n X,) , 

ou, en vertu de la condition (9), en remplaçant soit y par Qx:, 
et X par x», soit y par Dx» et x par x,, 

<7,gr,.0x,x, = 0(x,.n*x,)=0(Xa.D*x,). 
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On a d'ailleurs 

D* X, = D (fl^t X,) = flr, □ X, = g\ X, , 

et de même D*x, = gfîx,. Donc 

égalités qui y pour g, et g^ différents entre eux, ne peuvent 
subsister que si Ton a 

c'est-à-dire si les deux directions x, , x, sont perpendiculaires 
entre elles. Donc, si l'équation (3) a ses trois racines inégales, 
les trois vecteurs déterminés par- les formules (8) forment un 
système orthogonal, lorsque la fonction D est conjuguée à 
elle-même. 

Si réquation (3) a deux racines égales, gf, = jf,, x, sera 
perpendiculaire à tous les vecteurs, en nombre infini, qui 
satisferont à l'équation (Q — jr,) x = . 

591. Ce que nous venons de dire suppose la réalité des trois 
racines g^^ g^y 9%* Mais nous allons montrer que ces racines 
ne peuvent être complexes, lorsque la fonction n est conjuguée 
à elle-même. Soit, en effet, s'il est possible, flf, H-A,t une 
de ces racines, t étant l'unité imaginaire de l'algèbre ordinaire, 
et soit X, H- Y,t la valeur correspondante de x , donnée par la 
seconde équation (8). On devra avoir 

n(x,-f-Y,l) = (flf,+ A,f)(x,4-Y,t). 

Opérant successivement par 0y,X , et par 5x,X, et sous- 
trayant les résultats, il vient, eu égard à la propriété (9) de 

fonction Q» 

= A,(xî-+-YÎ), 

et comme x, et y, sont deux vecteurs réels, cette équation ne 
peut subsister que si A, est nul, ou si la racine g^ est réelle. 

592. Si l'on suppose que les vecteurs orthogonaux Xj, x,, x, 
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• 

soient tous unitaires, et qu'on prenne leurs directions pour 
celles des trois unités imaginaires i^, i,, i,, alors l'identité 

X.0XiX,X, =Xj0X,X,X+ X,0X,XiX+ X,0XiX,X 

deviendra 

(10) X = — Ij.0l4X — I,.0I,X — Ij.0l8X, 

d'où 

(11) nx= — 5^114,0 II X—5f,I,.0I,X — jr,!,. 01, X, 

forme sous laquelle on peut mettre toute fonction conjuguée à 
elle-même, pourvu que l'on prenne pour i,, i,, i, les racines de 
l'équation 

tl>(x.nx) = o. 

593. On peut tirer de cette forme une transformation très 
importante d'une fonction conjuguée à elle-même. 

La formule (ii) renferme seulement trois constantes réelles 
0tj9ti9i' Voyons si l'on ne peut pas la réduire à la forme 

n X = /x + tn.TH^ [(r^ 4- ni,) x (ii— ni,)] , 

renfermant également trois constantes réelles lfm,n. 

En mettant pour x sa valeur (10), développant et égalant de 
part et d'autre les coefficients de i,,i,,i,, dans les deux 
expressions de nx, il vient 

- ^j=z= — j4-m(2-l+n»), 

- jr,= -/_m(l — n«), 

- 5^3 = — l — m(2n* + 1 - n*), 



d'où 



^. ^ l.ZL^ 



9i — 9t 
d'où une valeur réelle pour n, si g^ est la racine de grandeur 
moyenne parmi les trois racines ffi , S',, ff, • On a ensuite 
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CHAPITRE Vin. 

DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS DE QUATBRNIONS. 



Dlffèrentiation des fonctions explicites, 

594. Si f(X) est une fonction analytique d'une variable 
complexe ordinaire X = x^ + x^i^ nous savons que, lorsqu'on 
fait croître X de la quantité infiniment petite dX:=dx^ + idx^ , 
f{X) croît d'une quantité qui, aux infiniment petits près du 
second ordre, est de la forme dX.f\X)^ f{X) désignant une 
quantité indépendante du rapport dx^ : dx^ des composantes 
de dX^ et le calcul de cette quantité se fait par les mêmes 
règles que dans le cas d'une variable réelle. Le multiplicateur 
f\X) de dX est la dérivée de la fonction f{X) . 

Si f{X) est une fonction non monogène X, c'est-à-dire une 
quantité variable, dépendant de X d'une manière quelconque, 
mais dont l'accroissement infiniment petit, réduit à sa partie 
principale^ ne peut pas se mettre sous la forme dX,f'{X), 
f'{X) étant indépendant de dx^ : da?, , cette fonction n'a pas de 
dérivée. 

595. Si maintenant, au lieu d'une quantité coQiplexe ordi- 
naire, X désigne un quaternion, la fonction f{X) pouvant 
dépendre de paramètres qui seraient eux-mêmes des quater- 
nions, alors la partie principale de la fonction f{X) , corres- 
pondante à r accroissement infiniment petit 

dX = da?o + lidXi 4- i,da7, -h i,da?, 

de la variable X, ne pourra, en général, se mettre sous la 
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forme dX.f'{X) , à cause de la non-commutativité de la mul- 
tiplication. 

596. C'est ce qu'on peut voir sur un exemple très simple. 
Soit la fonction 

nx) = x\ 

Nous aurons 

f{X + dX) = {X+dX)* = rH'X.dX + dX.X + dX\ 
d'où, en négligeant Tinfîniment petit du second ordre dP, 

df{X) = XdX-hdX.X. 

Si l'on voulait mettre cette expression sous la forme dX.f'(X) , 
il faudrait déterminer une quantité W telle que Ton eût 

X.dX = dX.W, 

ce qui donnerait 

W = dX-'.X.dX. 

Si Ton suppose, par exemple, que X et dX soient des vecteurs, 
et que Ton désigne par S Taxe unitaire du vecteur infiniment 
petit dXy on aura, le module de dX disparaissant, 

expression qui, ainsi que nous l'avons vu (art. 552), représente 
un vecteur faisant avec X un angle double de celui que fait X 
avec l'axe £, et qui, par suite, n'est pas indépendant du rapport 
des composantes de dX. Donc la fonction X* n'a pas de déri- 
vée, à moins que X et dX ne soient deux quaternions copla- 
naires, ce qui comprend comme cas particulier le cas de dX 
réel. 

597. Si l'on considère de même la fonction 
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on aura 

1 1 



ax+dx)-f{x)= 



X+dX X 



= ^x['-^-^^4]=-X^x«-i 



-~\x+dx'V'x'^^-x 

Or le facteur 



y_ X _ X+dX—dX _^ dX 



X+dX À'+rfX X+dX X+dX 

a pour limite l'unité. Donc on a, en négligeant les infiniment 
petits d'ordre supérieur au premier, 

'^x--x^^x' 

expression qui ne se réduit à — ^ que si X et dX sont copla- 
naires^ ou si dX est réel. 

598. Cette absence de dérivée, dans le cas général d'une 
fonction de quaternions, tient, comme on le voit, à la non- 
commutativité de la multiplication par la différentielle dX^ et 
elle cesserait si dX était réelle. C'est ce qui aura lieu, en 
particulier 9 dans le cas où la variable Xj dont dépend le qua- 
temion f{X)y sera une variable réelle (*). Alors la différentielle 
df{X) se ramènera à un seul terme de la forme dXf\X) ou 
f\X)dX, et ^(JC) aura pour dérivée le multiplicateur r{X). 

599. On peut ramener à ce cas la recherche de la différen- 
tielle de f{X) dans le cas où X et dX sont des quaternions quel- 
conques. En effet, dans le cas des variables réelles ou complexes 
ordinaires, si Ton multiplie Taccroissement dX par une variable 



(') Ou, plus généralement, une quantité complexe ordinaire. 
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réelle infiniment petite e , indépendante de.X, df{X)^ réduite 
à sa partie principale, sera la limite pour e = du rapport 

» 

ou, ce qui est la même chose, la limite pour e = de la dérivée 

partielle '-M^ ■ 

Dans le cas où X et f{X) sont des quaternions, ainsi que 
dX, la formule précédente ne cessera pas d'être vraie, et l'on 
pourra prendre pour définition de la différentielle df{X) , réduite 
à sa partie principale, l'expression 

m df(Y^- l™ f{X-^idX)-aX) _ lim df{X+ «dX) 
Ainsi Ton aura 

d(X«) = lim (^-^'^^y—^' - lim (x.dx-+. dX.X+ tdX') 

= X.dX+dX.X, 
ou encore, 

d(X*) = lim ^•(^■^•^^* _ iim(x.dX + dX.X + 2tdX') 
= X.dX+dX.X, 
comme nous l'avions déjà trouvé. 

600. Si la différentielle dX se compose de plusieurs parties, 

dX = d^X'h d^X -H . . . , 

la différentiation de df{X) sera une opération distributive par 
rapport à ces parties. En effet, en ne considérant d'abord que 
deux parties > on a 

lim f{X±^dX)-f{X) ^ j.^ {X-^.-d,X+td,X)-f{X) 

= lim f(X+^d,X)-nX) ^ ^.^ r(X+.d.X+.d,X)-AX+«d.X) 

= dJ(,X) + \mdJ{X+ irf.X) = dJ(X) + dJ{X), 
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en appelant dJ{X)^ itfÇ^ les accroissements correspondants 
respectivement à djX et à d,X. On étendrait facilement le 
raisonnement au cas d'un nombre quelconque de parties. 

De là on déduit, comme cas particulier, cette conséquence, 
que, si Ton multiplie dX par une constante réelle quelconque k, 
df{X) se trouvera multiplié par la même constante k. 

601. Considérons maintenant une fonction composée 
UfV^W, ... étant des fonctions de X . La différentielle 

sera une fonction linéaire et homogène des quaternions dU, 
dVy . . . , et distributive par rapport à chacun d'eux. 

Ainsi, pour différentier une fonction composée, on différen- 
tiera la fonction par rapport à chacune des fonctions compo- 
santes^ comme si elle était seule variable, et Ton fera la somme 
des résultats obtenus. La règle est ainsi la même que pour la 
differentiation des fonctions réelles, aux changements près 
qu'entraîne la non-commutativité de la multiplication. 

60S. Exemples. L Soit la fonction 

FzirCaxyiz: — X% 

X désignant un vecteur, ^x étant une quantité réelle, on aura 

dY = 2%x.d%x. 
On a,. d'autre part, dx étant un vecteur, 

d(x') = lim ^^ '—^ = x.dx 4- dx.x 

= x.dx + x.dx = 2.0 (xdx) . 
Donc 

'ax.(i^x = ^0(x(fx), 
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OU 



OU encore 



Wx 



d'ïx^g dx 



® 



X X 



603. II. On a, x étant un vecteur quelconque» 

x='ax.ittx, 

)Kx étant le verseur ou Taxe unitaire du vecteur. On en tire 

d'où, en multipliant par - = -^ • rj- , la multiplication par 
^x étant commutative , 

dx_d^ dMi_^dK dMj. 
X ~ «X "^ IKx ""^^.x "^ Wx ' 



Donc 



4j^ = l!l^ = ll>ii^ = ?l^ = eic. 
Six X x' x' 



604. III. Considérons maintenant Téquation 
On en tire 

= lim [dX(X-v- ,dX) + X.dX] 

=zdX.X+ X.IX=2S{X.dX) = 26 (X.dX). 

i ^ 

Donc, à cause de -a X = '® y, et de mX = lll- = |j5r==x-«, 

^X = 6(WX.rfX) = 0(m|.dx)=0(x-5.dX). 
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Si X=x est un vecteur, alors X=i= — x, et l'on retrouve 
la formule de l'exemple I , 

d'3tx = — 0(îltx.rfx). 
On a encore M^ = Tr^ = ^=iH^, d'où 

d'^X tf dX 

- 'Sx X 

D'ailleurs, en faisant X='i>X.MX, on a 

dX=1IHX.d'^X + '^X.dMx, 
d'où 

dX_ d'^X dUX 

x~ Zx'^ Mx' 

L ' -x XX X ^'^X , ^dX 

et par suite, en mettant pour -ar— sa valeur 9~^ ' 

^dX_ dMX 

X ~ mx 

605. IV. Soit 

on a (art. 599) 

dY=X.dX+dX.X = 25iXdX) + 2SX.T^dX+2lidX.1^X. 
Si Jl est un vecteur x, x, et SdX sont nuls, et l'on a 

d{x*) = 2lSi{xdx). 
comme dans l'exemple I. 

606. V. Soit Y=yx.OniX= P, d'où 

dX=Y.dr+dr.Y. 
En opérant pai" F X et par X Y, il vient 

Y.dX=r.dY-hY.dY.Y, 
dX.T=Y.dY.7+{%.Y)*.dY, 
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et, en ajoutant, 

r.dX4-dx.F=[r«-f-(«r)' + 20r.F]rfr, 

ce qui donne la valeur de 

607. On a 

X.X-* = 1 , d'où X.diX-') + dX.X-' = 0, 
et par suite, en opérant par X"* X , on trouve (art. 597) 

'*x = ~x-^^x' 

Si X=x est un vecteur, alors 
d-= .dx.- = -idx ox — .ax.- 

X XXX* XX X X 

X» X \X X/ X* X \ X X / 



^dx_2 0dx^l/ç[x_2gdx\ _1^ 
x"x X x\x x/ X 



dx 

X 



608. VIL De X = a?o -J- a?, on tire . 

dX=: dXf^-hdXi. 
Donc 

0dX = d^o = rf3X/ TDdX = dXi = dX^X, 

de sorte que le signe d est commutatif avec les signes et tH . 
Puisque X = a?^ — a?< , on aura donc 

dX=:dC^=da?o — d:r, = 0dX — tl>dX=CrfX. . 
Les signes d et C sont donc aussi commutatifs 

609. La différentiation successive ne présente aucune nou- 
velle difficulté. Ainsi, en differentiant de nouveau l'expression 

d(X*) = X.dX-f-dX.X, 
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on trouve 

d»(X») = X.<PX+ 2(dX)» + à^X.X, 

et de même pour les différentielles des ordres suivants. 
Si X est un vecteur x , on a (art. 602) 

d(x») = 25(xdx), 
d'où 

tP (O) = 2 (dx)* + 20 (xd*x) . 

De même, X étant le verseur ou Taxe unitaire de x , on a 
(art. 603) 

Or <art. 604) 

1 _ 2d'9^x 2g(xdx) 
C^x)» ~ C3tx)» ~ C^x)* ' 

d.ll>(xdx) = ÎI>.i(xix) = îl>(dx» + x.d»x) = tI>(x.<Px). 
Donc 

{%xy ^ ' iUlxf ci-x)»^ ' c^x)» ' 

= ^A-J(lI>-xdx)* + 2S"(xdx).îJ(xdx)-x*.îJ(xd*x)] . 

610. Donnons ici la définition de Topérateur que Hainilton 
a désigné par le symbole 

^ d d d 

V = îi -3 H I, -r h I, 



Soit F (x) une fonction r^e/fe du vecteur 

et par suite une fonction réelle des composantes x^^ x^^ x^. 
On aura, d'après cela 

r,i./N ^F ^F ^P 
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Or on a 

dx = lidx^ + i,da?j| •+• ijdrr,, 

d'où, d¥ (x) devant être une quantité réelle, comme F (x), 

= — 0(VF(x).dx). 
Si Ton considère la surface représentée par Téquation 

F(x) = C, 
C étant une constante, on aura alors dF (x) =: , et par sqite 

6[VF(x).dx]=0. 

L'expression VF(x) représente évidemment un vecteur, que 
nous désignerons par n , et qui est perpendiculaire au vecteur 
dx , et par suite normal à la surface F (x) = C 



Différentiation des fonctions implicites. 

611. Soit Y une fonction implicite du quaternion X, donnée 
par réquation non résolue 

F(x, r) = o. 

On se propose de trouver la différentielle dF en fonction de 

j, r, dX. 

Pour cela, on différentiera F ( J , F) par la règle de la diffé- 
rentiation des fonctions composées. La différentielle dF{X, Y) 
sera une. fonction linéaire et homogène des différentielles dX 
et d F, et par suite d¥ = sera une équation du premier degré 
en d F, que Ton résoudra par les méthodes exposées dans le 
Chapitre précédent. 
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Supposons que Ton demande, par exemple, de trouver la 
différeatielle de Y =r= KA'. Cette quantité est déterminée par l'é- 
quation 

qui donne, en diflférentiant, 

Y\dY-tr.dY.r-h(ir.Y^ = (lX. 
Opérons à la fois par YX et par X 1'"* > ce qui donne 
P.rfF.F-*-hP.dr4- Y.dY.Y=. Y.dX.Y^', 
et retranchons cette équation de la précédente; il viendra 
^ jr p _ r.dY. F-* = dX— Y.dX. Y-' , 

équation en dF, de même forme que celle que nous avons 
traitée dans Tart. 561. 

On pourrait obtenir de la même manière la différentielle 
d'une racine de degré quelconque d'un quaternion. 



13 
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CHAPITRE IX. 

APPLICATION DU CALCUL DES QUATERNIONS A LA TRIOONOMÂTRIE SPHBRIQUE 



Démonstration des formules fondamentales de la Trigonométrie 

sphérique. 

612. Soient ABC un triangle sphérique, A'B'C son triangle 
polaire, ayant pour sommets les pôles (positifs) des côtés BC , 
CA,AB. Réciproquement, ABC sera le triangle polaire de 
A'B'C. Chaque côté de Tun de ces triangles sera égal à 
Tangle extérieur correspondant de l'autre triangle, ces angles 
extérieurs étant les suppléments des angles intérieurs adjacents, 
et étant formés par les prolongements des côtés dans le sens 
direct. 

Les côtés BC , CA , AB , considérés en grandeur et en direc- 
tion, représentent des biradiales unitaires A^B^C^ formées 
par les vecteurs OA = a, OB = b, OC = c, pris deux à deux, 
et ayant pour axes les vecteurs a' , b' , c' des sommets du 
triangle polaire, et pour arguments les grandeurs a, p, y de 
ces mêmes côtés, ou les angles extérieurs du triangle polaire 
A'B'C, de sorte que ces biradiales pourront être désignées 
(art. ^iQ) par 

a'«, b'P, c'y. 

De même, les côtés B'C, C'A', A'B' du triangle polaire seront 
des biradiales A\ B\ C, ayant pour axes a,b,c, etpour argu- 
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ments les grandeurs ol','^',^' des côtés de A'B'C ou des angles 
extérieurs de ABC , et l'on pourra les désigner par 

A*'; bP', cT'. 

613. La biradiale â'^ étant formée par les vecteurs b et c, 
a pour valeur ~ = — bc , et de même pour les autres, ce qui 
donne les équations 

i4=C0S« -H A'sina=— BC, 
B =COSfî -HB' SÎn|3=: — CA, 
c = cosy -+- c' sin7= — ab; 

/ A'= cosa' 4- Asin«' = — b'c', 
(:?; 1 B' == cos/3'-f- Bsïnfi' = — C'A', 

\ C = ces y' -i-csiny' = — a'b'. 

En opérant sur l'équation A= — bc soit par b X > soit par 
X c , on en tire les deux relations 

hA =r. c. /lC = B. 

En y permutant circulai rement les lettres, et formant les 
relations analogues pour le triangle polaire, on aura les 
formules 

; A = cZ? = Cb, ; a' = c'B' = C'b', 

(3) )u = \C=Ac. <4) {B' = A'C'=i4'c', 

( c = Bi4 = J5a; l c = b'^' = B'/L . 

Substituant pour A , B , ... leurs valeurs 

a'" = ces « + a' sin « , etc. , 

ces formules deviennent 

/ A = ccosj3 -+- cB'sin]3 = Bcosy -hc'Bsiny. 

(5) } B = ACOSy + AC'siny = CCOSa + A'CSÎDa, 

\ C = BCOS« 4- BA' Sin« =ACOS^4-B'ASin/5; 
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iA' =c'cosP' +c'Bsinj5' =B'cos7' -i-cB'sinv', 
b'=a'C0S7' -t-A'CSin-/ =C'COSci' + AC'siDot', 
c' = ii' cos«' -f-B'Asin«' =a'cos5' -f-BA'sin5/. 

614. Multiplions entre elles les deux dernières équations (I > : 
nous aurons {voir art. 540} 

CA*B = — CB=: — Cbc = â = cos« — A'sin« = BC , 

Opérant par $ sur cette égalité, il vient 

c%\st-à-dire, à cause de 3b'c' =— 0-4' = — cosa' . 

* 

(7) CCS a = cos|5cos7 — sinâsinycossc' , 

première formule fondamentale de la Trigonométrie sphérique. 
Si Ton opère maintenant par V, on aura 

^Ai = VBC = B.Ci -h C'oB* 4- DBiCt, 

ou, à cause de t>B'c'=— Î>A' = — a sina, 

(8) — A'sinee = c'cos/9sin7 + B'sinjScosy — AsiDjSsinysioR'. 

En opérant sur Téquation (8) tour à tour par0B'X et par 
TDb'X^ on trouve, à cause de b'a' = — C', de b'c' = — A', 
et de la dernière équation (5), 

Côsm«=: — iiôcos/Ssiny — siD^cosy, 
— C<sin« = — i4<'cosj3sin7 -*- (c — Acosp)sin7siDft\ 

c'est-à-dire, en effaçant dans la dernière les termes qui se 
détruisent, et divisant par c , 

(9) sin«cos7'= — sinj3cos7 — cospsin7SinR% 

(10) sinrfsin7' = sin7sin«'. 

L'équation (10) est la deuxième formule fondamentale. 
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Des formules (9) et (10) on tire, en éliminant par division 
sina, 

(^11) sina'colv' -t- sinjScoty -h cos|3cosa' ==0, 

troisième formule fondamentale. 

Des formules (7), (10) et (H) on en déduit d'autres par la 
permutation circulaire des lettres et par rechange mutuel des 
lettres accentuées avec les lettres sans accent. 

615. Les trois biradiales A , B , C formant un angle trièdre 
fermée on a (art. 540) 

ABC = i, d'où A = aBy 

équation qui fait connaître directement une de ces biradiales, 
quand on connaît les deux autres. 
Soient donnés, par exemple, les deux biradiales 

B = -^ (3 + 21,-1.), c = -^ (2^-1,-1,), 

d'où 

3 1/5 2 K2 

cos fi = —-=:, sinô=: , 0087= — , sm7 = — ::, 

les vecteurs unitaires b' , c' ayant pour expressions 

b' = — (2ii — I,), c' = -^(i, — f,). 
»/5 V2^ 

On a, en effectuant la multiplication, 

vi yû V2i 

d'où 

2 Vil 1 

cos« = — zz:, sin« = — z, a' = — =r (— 3l, 4- 2f, H- 2l,) . 

J/21 J/21 Vil 

On trouve ensuite 

1" -4' = — B'C' = — rrr (2 4- I. 4- 2l, 4- l3> , 

|/io 
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d'où 

2 WQ 1 

cos«' = -— =, sin«'=-— I, A = -- (i, + 2i,+i,); 

|/10 |/10 Ko 

2» B'= — c'a' = ^(— 5 + 2i,-»-i.H-2i,), 

|/34 
d'où 

g O 

cos6' = ~^z, sin 6' =. , B = I (21^ + U -f-2i,) ; 

K34 |/34 

d'où 

COSy =7-=, f^ltï'/=—=, C = ^^(2fj + 4l, — I,). 

^insi, connaissant les deux côtés ÂB, AC du triangle ABC 
de grandeur et de position, nous en avons déduit tous les élé- 
ments du triangle et de son -triangle polaire, et les vecteurs 
(|ui fixent la position des sommets de ces deux triangles par 
rapport aux axes Oii, Oi,, Oi, . 

• 

616. Autre exemple. On donne les trois côtés 

a = 1«,26 , /5 = 1*,39 , y = 1«,17 , 

et Ton propose de résoudre le triangle. Fixons les positions 
arbitraires des trois axes rectangulaires Oi,, Oi,, Oi, , de ma- 
nière que Taxe Oi, passe par le sommet B , d'où 

et que Taxe Oi, soit perpendiculaire au plan BOG de la bira- 
diale A d'argument a, ce qui donne 

On aura donc, en multipliant, pour simplifier récriture, 
tous lés nombres par 1000, et bornant les calculs à 3 figures. 
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à Taide de la Table de multiplication de Crelle, 

>!=: — 397-4-918 ï,, 
B = — 575 -H 818b', 
C = — 254 + 962c'. 

On a, par les formules (3) et (4), 

c = B A = i4(cosa -f- fjSina) = — 397 1^ -i-918i,, 
c'= B'k'= (cosjS' 4- ijsinje')!, = i,sinp' + iaCOS|S', 
A = C B = (—264 + 962c') i, 

= — «64i, + 962(— i,cosl5' + ijSinp'), 
b'= a'C'= rj(cos7' ^-csiny') 

= 918i4sin'/' +397i,sin7' + ïsCOSy', 
\z=cB =(-397i, + 918 !,>(— 575 + 818 b') 

= (228 -751 COS7) r^— (528 i- 325cos7') i,- 818 sin y\\,. 

Identifiant entre elles les deux expressions de a , on a les 

équations 

--264 = 228 — 751 ces v', 

— 962cos|5' = — 528 — 325COS7', 
962sin/3'=818sin7', 
d'où Ton tire 

ces 7 ' = 0,655 , 7 ' = 0«,545 , 
tang jS' = 0,834 , p' = 0«,442 . 
Enfin, on a 

A' = — b'c' = — a'C'.c'= — 13(0087' + csin7')c' 
■= _ (693 1, + 300 1, + 655 1,) (640 r, 4- 769 1^) 
= 696 - 188 1, — 532 r, 4- 444 r, , 
d'où 

cos a' = 0,696., sin a' = 0,718 , «' = 0«,510 . 

En appliquant les mêmes calculs à un triangle quelconque, 
donné par ses trois côtés a, p, y, on retrouverait les formules 
générales que nous avons obtenues d'une manière un peu 
différente dans Fart. 614. 
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Qiwaliong itiwrt 



: triangles Hpliériqw. 



Iîl7. Nous avons vu (art. 507) que les produits 
(1) AB-C, BA=:D, 

que l'on peut former avec deux biradiales données L0Mi=-4 
:^MOL', MON = iJ^N'OM {fig. 75), en cliangeant l'ordru 
(tes facteurs, soûl deux biradiales LON, N'OL', de même 
module IIA-^B, et d'arguments égaux en grandeur, mais 
non en position, puisque leurs plans sont difTérents. Les plans 
de ces biradiales forment des angles égaux avec ceux des 
biradiales données. 



MLN = 



ML'N', 



MNL=iMN'L', 



et par suite les vecteurs C, , A font des angles égaux tant avec 
le vecteur A, qu'avec ie vecteur B, . ^ 

De plus, le vecteur OM , intersection des plans de A et de B, 
est perpendiculaire jiux deux axes At,B,, et intermédiaire 
I iR. 75. entre les axes C, , U. des 

biradiales LON = C, 
L'0N' = J5, et il for- 
mera avec ces derniers 
axes des angles égaux. 
Si donc on mène par 
OM un plan n perpendi- 
culaire à l'intersection 
KK' des plans LON, 
N'OL', et par suite 
aussi au plan bissecteur 
KMK', ce plan n con- 
tiendra les axes OC , 
OD, OE de ces trois 
pians, et l'axe OE sera bissecteur de l'angle des deux autres. 
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618. Ce théorème peut se démontrer par le calcul. Suppo- 
sons, pour plus de simplicité, les modules réduits à Tunité, 
et soit 

AB = C08U+ NSinjEA 

le produit des axes a , b des biradiales unitaires A et B, Taxe m 
étant perpendiculaire à chacun des axes a et b . 
En intervertissant Tordre des facteurs, on aura (art. 510) 

BA = AB = COSci — NSin.u. 

Or on a 

AB=: (cos«4- Asina)(cosj3-hBsinp) 

= COSeeCOSjS + ASinaCOSj3+BCOS«siOj3 + ABSin«SiD^, 
BA = C0SaC0S|3 + ASinoECOS|3+ BCOSa«in|3 + BASinaeSÎn/9. 

En mettant pour A B sa valeur, il vient 

AB = C = cos«cos|S4-Asîn«cos/3 4-BCOs«sinB 

+ siD«sinjScosfA + h sin a sin |3 sin /x . 

Le produit BA = D ne différera de C que par le changement 
de signe du terme multiplié par m • On a donc, en faisant 

C= cosy-h csiny, I> = cosî + Dsinî, 
(2) C0S7 = ces « cos ]3 4- sin « sin (3 cos u = cos ^ , 

d'où Y = ® > c'est-à-dire arc LM = arc N' L'. 
On trouve ensuite 

( csin 7 = Asin «ces j3 + B cosasln /3 + m sin asin psin ft , 
( Dsind = Asinacos|3+ Bcosasin^— iisin«sinj3siDfi. 

Divisant les deux seconds membres par a , les parties réelles 
seront, de part et d'autre, 

sin«cos6 4- 3 - cosasinis, 

M 

puisque - est une biradiale rectangle, dont la partie réelle est 
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nulle. Donc, à cause de y = o, les cosinus des arguments des 

C D 

biradiales - » - sont égaux. 
En divisant par m , on voit de même que les deux biradiales 

_ , ont la même partie réelle ^-r-^ — -, et ne diffè- 

rent que par le signe de leurs vecteurs . Donc 

= <t - , c'est-à-dire = - . 

MM ' M c 



619. Si Tune A des deux biradiales A , £ est rectangle et se 
réduit à son vecteur a , nous aurons ce corollaire : 

Soit LM = LM' = un quadrant; L et L' se confondront avec 
les extrémités H , H' du diamètre perpendiculaire à OM, et, par 
suite, l'intersection des plans OLN, OL'N' se confondra avec 
HHj. Le plan bissecteur KMK» deviendra le plan HLML'H'; 
son pôle E viendra en A, pôle de H M H'. Donc, si Ton consi- 
dère les produits 

N N 

A . — 5 ~ «A 

N M 

d'une biradiale et d'un vecteur, où les facteurs sont pris dans 
un ordre différent, le vecteur K sera la bissectrice de l'angle 
des axes des deux biradiales HON, N'OH'. On en conclut que 
les axes des biradiales 

(4) aB=C, Ba = D 

forment avec a des angles égaux de grandeur et de position. 

En employant la transformation de l'art. 539, la seconde 
équation (4) donne 

Z)a=-B, a = — UB, aB = — /î. 

■ 

Or il est clair que Taxe de la biradiale D est le même que l'axe 
de sa conjuguée prise négativement — D . Donc les axes des 
biradiales kB et a A font des angles égaux avec le vecteur a . 
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Cest ce qui résulte encore des calculs de l'art. <i'l8. En Taisant, 

dans (2) et (3), a =^ x , on a 

. csiny ^ I . , . Dsiny . m . , . ' 
^■=i:cos^ + -sin|îsiii/i, i=:co8P — sm^sinp, 

de sorte que - et - sont deux biradlales conjuguées. Donc 

c A 

A n ' 

le vecteur d étant l'axe de — B . 

B20. Soient OP, OQ deux vecteurs unitaires, et OR. = OP 
Fig.ne. + QO leur somme. Si l'on prend 

«OR^'atOP =^'300 = 1, on 
aura 

OR^ "R. ^ OP + OQ 
•Job'. ^(Op-hoq) 

pour le vccteiii' unitaire bissecteur 
de la biradiale. 
D'après cela, si ABC est un triangle sphérique, les milieux 
L, M, N descdtés BC, CA, AB seront donnés par les formules 

B + C C+A l+B 

"■ ~ ^(B + C) ' - " ~ '^(c+a) ' " ~ «(A+B) ' 

L'égalité des biradiales BOL, LOC donne 



Les biradiales BOL, LOC ayaot pour angle commun = et 

pour axe commun a', on aura donc 

et « , . « 

-=- = cos2 + A sin-, 

avec deux autres formules semblables. 
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621. Réciproquement, proposons-nous, étant donnés les 
milieux L , M , N des côtés d'un triangle sphérique, de déter- 
miner le triangle. 

M N ' 

Les axes des biradiales exprimées par les produits l . - et - . L 
forment un angle qui a pour bissectrice le vecteur OL. De mê- 
me, les axes des biradiales m.- ot -.M ont pour bissectrice OM, 

M M 

et les axes des biradiales n.~ et -.n ont pour bissectrice ON. 
Or, en remarquant que L . - et ~ . L ont des arguments de 

même grandeur, ainsi que -.n = l.- et N.-, et désignant 

par 9 la grandeur de cet argument coftimUfi, et par ft , G , A le» 
axes des diverses biradiales, on a 

N M 

Il L '^ 

IN" * 

M. -= — MNL =-. L = GOS» + Cèl<lr, 

N M 

N L 

N. - = — NLM = -. M = COSf -t- AS1D9. 
L N ^ 

Il résulte, de ces égalités et de ce que nous avons rappelé 
tout à rheure, que L, M, N sont respectivement les milieux 
des arcs BC,GA,AB, et, par suite, ABC est le triangle 
cherché, et le problème est analvliquement résolu. 

Pour construire ces formules, soit R {fig. 77), l'intersection 
du cercle MN avec le grand cercle dont le pôle est en L, et soit 

RQ = 2. Prenons, sur le prolongement de MN, RS = MN; 



alors QOS = L . --= cosç + Bsin9 , b étant l'axe du plan OQS . 

Or, LQ= ^ = LRf donc est le pôle de LR , et par suite 

««^ • 

OQS est perpendiculaire à OLRT. On obtient donc B eh pre- 



nant TB = ^ 
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On obtiendra do même A et C. Ainsi, on aura G, pôle dn 

"«■"■ ^L,enprenafttS,[\:=.MN, 

RO. = ^,etportantT,C=- 

g à partir de la rencontre 

de S,Q, avec LR. Cela re- 
vient (art. 617) îi faire LC 
= BL. 

6iî. Soit L' le pûle de 

MN. Les angles QBR,SBL' 

seront droits, B et L' étant 

les pôles de OS et de MNRS, 

et par suite S le pôle de L' B . Donc 

0S = 7 = 0BS=:<ÏBS+SBi; — QBR 

= QBL' - QBB = RBL' = »r - L'BC. 

Les arcs CA.AB étant partagés en leurs milieux par Tare 
MNj de pôleL', A,B,C seront équidistants du plan OMN. 
Donc, si A, est le point diamétralement opposé à A, le petit 
cercle A,BC aura son plan parallèle à MNR, et par suite aura 
même pôle L' que MNR. Donc les triangles 1,'BC, L'CA,,L'A,B 
seront isoscMes. Or on a 

jr = ABC4-CBL' + L'BA., 
Tr = BCA + BCL' + L'CA,, 
-roù 

2t = ABC + BCA + 2CBL' + CA,B, 
BAn + CBA-l-ACB = 2« -2CBL' = 2r. 

Donc l'angle 7, qui est l'argument du produit — LMndes trois 
rayons bissecteurs des côtés du triangle sphérique ABC, est 
l'-gal à la demi-somnio des angles du triangle, de sorte que 

o — 5 représente le demi-excès sphérique. 
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On pourrait prendre aussi pour ç Vârgument de l'un des 
deux autres produits — mnl, — nlm . 



623. L'égalité 



— LMFf = COSo-h BSin? = B^ , 



1 

multipliée par - , donne 





BL 



MN =B*^ = COSU — -I 4- B Sm I? — «l- 



7i 

Or ç — 2 est le derai-excès sphérique, ou la moitié de Taire 

du triangle ABC, le' triangle trirectangle étant pris pour unité. 
Donc 

BLMN = -.- = -.-.- = |/BÔC.t/COÂ.|/ÂOB. 

B M B M A 

Par conséquent, Vaire d'un triangle sphérique est donnée par 
^argument du quaternion qui a pour vmleur le produit des racines 
carrées des trois côtés, comptés dans l'ordre direct. 

Exemple. Soient donnés les trois sommets (art. 616) 

A = — 264i, — 739i2-»-616i,, 

B =10001,, 

c = — 3971, -4-9181,, 

B "4- C 

OnaL==f- -, etc., d'où Ton pourra calculer le produit 

— LMN. Mais comme l'aire du triangle ne dépend que de l'ar- 
gument de ce produit, on peut faire abstraction du module et 
chercher simplement l'argument du produit 

B L M N = I, (b -*- c) (c -*- a) (a -f- b), 

= i,(603r,H-918i,^(— 661i,-l-179f,-h6160(736i,— 739i,-f-616f,» 
= _ 472 -f. 11231, —31, -2f3 . 

On trouve ainsi 



lang (o- ^\ = - ^ :=z-2,379, v - 5 = ^S^: 



472 "~ • ' ' 2 
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d'où Texcès spherique = 2',506 , valeur qui est le rapport de 
Taire du triangle donné à celle du triangle rectangle, et qui 
s'accorde sensiblement avec celle que nous aurions déduite 
des valeurs de a', P', y', calculées dans Tart. 616. 

§ ni- 

Propriétés du quadrilatère spherique, 

624. Soient 

A = COS« -f- A'sin« =: — AB, 

.. \ B = cosj3-f B'sinj5 = — BC, 

(1 I 

I C = COS7 + G siny = — CD , 

D = COSO-+- D'sinî = — DA 

les quatre côtés d'un quadrilatère spherique, a', b\ g', d' étant 
respectivement leurs pôles positifs. On a identiquement 

U b' ■" a' ' n' ' 

c'est-à-dire, A\B\CiD' étant les côtés du quadrilatère 
polaire, 

ou 

(cosa'-i- Asina')(cosf'H-Bsini5')=:(cos5'— Dsino')(cos7'--csin7'). 

En opérant par tD sur cette équation, et ayant égard aux 
équations (1), il vient 

A sin «' CCS p' -h B cos a' sin jS' — a' sin « sin a' sin S' 

= — c sin 7' cos 3' — D COS7' sin 5' — c' sin 7 sin 7' sînS' . 

Soit maintenant p un vecteur quelconque, AP, BP, ... les 
angles qu'il fait avec les vecteurs a , b , ... En opérant par 
6pX sur l'équation précédente, il vient 

0=cosAPsina'cos^' + cosBPcosa'sîn]5' — co«A'Psin«sina'sin]5' 
cosCPsiQ7'cos8'-hcosDPcos7'sin5' — cosG'Psin7sin7'sin3'5 
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OÙ Ton peut remplacer cos A' P, cos C'P par sin PAj , sîn PC, , 
on désignant par PA^, PC^ les arcs perpendiculaires abaissr^s 
de P sur les côtés il et C . 

025. On a [nrt. 551, (22)] Tidentité 

0(îl>AB.tl>CD) =0AD.0BC— 0AC.0BO. 

En mettant pour les produits aBh, cd, ... leurs valeurs (1h et 
désignant, de plus, les diagonales du quadrilatère par 

X'= COSx + K'sinx = — AC, 
L = COSX 4- L'sinX = — BD, 

et de même pour le quadrilatère polaire» on aura 

0(JPAB.tPi;D) =: sin«îiin7.0A'c' = — sinasinycosx'. 

d'où 

sinasinycosx' =: cosxcosX — cosjScosd, 

ou 

sinABsinCDco8(AB,CD) = cosACcosBD— cosBCcosDA, 
ce qui est le théorème connu de Gauss. 



il 
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CHAPITRE X. 

COMPOSITION DES ROTATIONS 



Rotations autour d'axes fixes, 

626. SoitunebiradialeL0M = i4 = aA", et soit r un vecteur 
perpendiculaire à Taxe a. Le produit RA = aRA^ exprimera 
(art. 552) ce que deviendra le vecteur r après qu'on aura fait 
croître sa longueur dans le rapport de 1 à a , et qu'il aura 
tourné autour de a de Tangle a . 

Mais il n'en est plus ainsi lorsque r n'est pas perpendiculaire 
à A. On décomposera alors r en deux composantes : l'une r, 
perpendiculaire à a^ et que l'on multipliera par a a"; l'autre r, 
parallèle à a, et que l'on multipliera seulement par a. De 
cette manière, le vecteur résultant de cette opération sera 
exprimé par a(R,A« + R») . 

62^. Soit maintenant & une biradiale unitaire quelconque; 
considérons le produit 

En supposant r parallèle à l'axe b de cette biradiale B , on 
aura 

B^^nB = (cosp— Bsinp)R(cosp-f-Bsing) 

= cos'3.R-H-cospsin3(nB — br) — sin'^.BRB , 

ou, en remarquant que b et r ne diffèrent que par un facteur 
numérique^ et que b* = — 1 , 

B-*rB = (ces» 3 -h sin* g) r = r . 

I 32 
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Si, au contraire, r est perpendiculaire à b, alors — br = - 

est une biràdiale rectangle = rb, d'où brb = — rb'=r. 
Donc alors 

jB^*rB = r(cos'P — siii*^) + 2RBC0sgsin& 
= R(cos2g + Bsin2p) = r.b'P. 

Donc l'opération sur le vecteur r, indiquée par B''^rB, B 
étant une biràdiale dont le plan contient r , revient à faire 
tourner r de Tangle 2^ autour de b. 

Si R est un vecteur oblique à b , et qu'on le décompose en 
R, parallèle à b et r, perpendiculaire à b, on aura, en remar- 
quant que R, ne change pas lorsqu'on lui imprime la rotation 

représentée par X b*\ 

fi-*RB = B-*(R. + R,)5 = R, + R,B-î^ 
= R,B*?4-nrB'P = RB*'^. 

Or R, + r,b'^ représente évidemment la position du vecteur r , 
lorsqu'on l'a fait tourner de l'angle 2^ autour de b . Donc 

exprime, dans tous les cas, la position du vecteur r après une 
rotation égale à 2^ autour de l'axe b, rotation exprimée par 
te symbole 

(1) fl-*...B= ...Xb'P. 

Cette règle est la même que nous avons établie d'une autre 
manière (art. 515, 4°). 

628. Au lieu d'un vecteur r, on peut prendre une biràdiale 
/} — r^ + r^= R? , et l'on a 

B-'RB= r, -+- B-'nB = s\ 

s^ étant une biràdiale d'axe s différent de r, et de même argu- 
ment p que rP ; car, d'après ce que nous savons (art. 507), les 
deux produits 

B{B-'r^) = w' et {B-'h^).B 
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formés avec les mêmes facteurs pris dans Tordpe inverse, 
ont même argument. 

Les axes r et s font avec b des angles égaux (art. 617), de 
sorte que s est ce que devient r après avoir tourné autour de 
B en vertu dé la même rotation par laquelle r^' devient s^. Si 
donc on pose (art. 552) 

on aura ce théorème : 

SP=^-^RPi?=:(B-?R.BÎ^)?. 

m 

629. Si à une rotation a*^ succède une autre rotation b*'\ 
leur effet sur le vecteur r ou sur la biradiale R ^era exprimé 
par un symbole de la forme 



B-'A-'.R.AB = AB,R.AB. 

Donc la composition des rotations successives s'effectue en 
multipliant entre elles deux biradiales ayant pour axes les 
axes de rotation a, b, et pour arguments les deux demi-angles 
de rotation. Ainsi, la composition des rotations 2a, 2^ autour 
des axes a , b se réduit à la multiplication des biradiales 
A'* , RP . ' 

630. Dans le cas des rotations inlinitésimales, A=zk* ~ cosa 
"I- Asina devient, aux infiniment petits pr^s du second ordre, 

^ ~ A** =r 1 + A a , 

et Ton a de même 

d'où Ton tire, avec la même approximation, 

AB= 1 4- A« -H Bf; . 

En composant les vecteurs Aa, b^, de grandeurs proportion- 
utiles aux rotations, on a l'axe de la rotation résultante, 
représenté proportionnellement par 
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Dans ce cas, les deux rotations sont comniutatives. 

631; Considérons les deux rotations !2a , 2^, autour de deux 
axes rectangulaires a , b . On a 

a"bP = (ces « 4- A sin «) . (ces ^ + b sin p) 

= cosacos^ + Acos^sinflc + BCos«sin^ — csinasin^, 

où l'on a fait ab= — c, c étant un troisième axe perpendicu- 
laire à chacun des deux autres. 

Pour a = p = ^ , les deux rotations 2a , 2^ étant chacune 
d'un quadrant, 

•K -K 1 1 A+B — Ck^3 

n A4- B — C . TT 

Donc TefTet de ces deux rotations combinées équivaut à une 
rotation de l'angle — autour de l'axe a + b — c , également 
incliné sur les axes a' b , — c . 

Si aux deux rotations de ^ autour de a, B, on en fait succé- 
der une troisième, aussi d'un quadrant, autour de c , on a 

; 5 !E l-f-A-HB — c 1+C l4-B TV , n ? 

Mb* C*= r- = r- = ces- -*-B8m- = B* , 

à cause de — a = — cb = bc, — b = — ac . Donc TeAPet des 
trois rotations successives est le même que celui de la rotation 
intermédiaire, d'un quadrant autour de Taxe b. 

0â2. Dans le cas le plus général de la rotation autour de 
trois axes rectangulaires a , o , c , on a 

A« bP c^ 

= cosacosgcosy-h Asinacos^cosy + Bcosasingcosy — r.sinasingcosy 
sin asin J sin y — a cosasin gsin 7 4- b sin « cos^ sin 7 -+- ccosacos ^siny . 
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Tr 



Si les rotations 2a, 2 y sont chacunes =+ - , d'où 

1 

ces a = Sin a = CCS 7 = Sm 7 = — i. 5 

r 1 

et que 2p soit =— ■ ^ , d'où cosP = — sinp =— : , on aura 

V2 

7C TT TT A+ C 

A*B * CV :=. — 9 

V2 

ce qui est une biradiale rectangle, ayant son axe dirigé sui- 
vant la bissectrice de Tangle AOC (art. 617). Donc at b""* ct 
correspond à une rotation d'un angle r autour de la bissec- 
trice A + c , comme il est aisé de le vériûep directement. 

633. Vice versa, toute rotation peut se décomposer en deux 
rotations d'une demi-révolution chacune. C'est ce que nous 
avons établi directement (art. 514), et on peut encore le 
déduire des considérations précédentes. En effet, une biradiale 

B0C=i4 = K^ est exprimable par le rapport - de deux vecteurs 

» B 

faisant entre eux l'angle a. On a donc 

A~^RA« = C~*BRB~*C. 

mm ifF m^ 

Or, BRB~' = B~â RB~« représente une rotation de grandeur 2 .3 

autour de b, puis c~*...c est l'indication d'une nouvelle 
rotation de même grandeur autour de c. Donc la rotation 

(") ^ ( / ^fl^'^'^"'' ^ ^^"^ demi-révolutions, l'une autour de 
l'axe B, l'autre autour de l'axe c. 

Rotations autour dfaxes mobiles. 

634. Désignons, pour abréger, par (a, 2a) une rotation de 
grandeur 2a autour de l'axe OA . 

Si à la rotation (b, 2^) succède la rotation (a', 2a), a' 
étant la position prise par le. vecteur a, par suite de la rota- 
tion (b , 2P), l'effet final sera le même que si l'on avait d'abord 
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imprimi' ;m;iystùiiio la rotation (a, âa), puis la rotation (b, %^). 
'■'E- '■'*■ lin effut, PU fiiisaiit tourner le système 

de Sp autour de OB , le point A passe 
en A'. D'autre part, en le faisant tour- 
ner de Su autour de OA , B passe en 
B"; en le faisant tourner ensuite de 
2p autour de OB , l'égalité des trian- 
gles BAB', BA'B' donne BB' = BB' 
et angle B'BB' = ABA' = 2p . Donc 
fi' arrivera en B' par cette rotation. 
Donc, si nous représentons, comme 
dans l'article 515, par le signe X le résultat de la combinaison 
de deux rotations, l'cffel de chacune des combinaisons 

(A,2»)x(B,2^), (B,2nx{A',2«) 
sera de faire arriver lesaxesOA.OB respectivement enOA'.OB , 
et par suite le système prendra dans les deux cas la^ même 
position finale. Donc ces deux combinaisons sont équivalentes, 
ce que nous exprimerons par la formule 

(A ,2») X (B,23) = {B,23) X (A',2«) = (B,2&) X (b-3-abP,2«), " 
d'où, les biradiales correspondantes étant égales, 

a" B^ = fiP a'' = B^ . {B~h B^) ". 

635. Exemple. Soient a et b deux axes rectangulaires entre 
pux, et considérons la rotation composée 

j_ ■(b,23)X{a',2.), 

oii a' =^ B '^Aii''. L'axe b étant perpendiculaire à A, pour faire 
tourner a de 2^, il suffît de le multiplier par b'P (art. 637), ce 
qui donne 

a' ^AB'^ = Aicos23 + BMn2^)^icos23— csin23, . 
c = — AB étant perpendiculaire au plan AOB. Donc 

B^A" =:(C0S 34-BSin3)(C08a-t- a' SJD b) 

= cosacos3 + A(sinacos3cos23 + sinasin35in23) 

+ B cos a sin 5 + c (— sin 3 cos 3 sin2 ^ + sin a sio 3 cosSJ) 
= cosa eos iî + A sin acos 3 4- B cos B sin 3 — c sin b sin ^ , 
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valeur que nous avions déjà trouvée (art. 618) pour le produit 
a"dP. , 

636. ABC étant un triangle sphérique quelconque, on a 
(art. 615) 

pour le produit des biradiales qui ont pour arguments les 
angles extérieurs du triangle donné ou les cdtés de son triangle 
polaire. Donc, si un corps tourne autour des arêteij d'un angle 
trièdre d'angles doubles des dièdres intérieurs de cet angle 
trièdre, il' reviendra à sa position primitive. Car les angles 
2a;2p;2Y' 3ontégaOxà9(;:-BAC)*, 2(--CBA), 2(it-ACB), 
ou à — 2 BAC , — 2CBA , — 2 ACB , c'est-à-dire au double des 
angles dièdres intérieurs de l'angle trièdre, pris en sens con- 
traire. 

Ce théorème, facile à retenir, peut servir à composer deux 
rotations en une seule. Il donne, en effet, 

A et x étant déterminés au moyen de b, c , p', y' par la réso- 
lution d'un triangle sphérique (art. 613). 
On peut également se servir, pour le même but, de la relation 

A■^B■^■,■ï^l, 

que l'on démontre facilement comme il suit. Prenons (fig. 79) 
C,B=BC — CB,, A,C ^CA — AC,, B,A=:AB = BA,, 



Les trois triangles AB.C, , BC.A., CA,B, seront ég 


aux à ABC. 


F'B. 'S- et parlant 




égaux en- 




tre eux-Or, 




par une ro- 




tation 2 X 




= C,C au- 




tour deA', 


C,BA, prendra la position CB.A,; par une rolatio 


1 2^ autour 
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de B', ce triangle vient en C.Bi^it et enfin, par une rotation ly 
autour de G', il reprend sa première position C,BA, . 

637. Théorème. — Si à la rotation autour du vecteur Ot) = d 
succède une rotation autour d'un axe PP', parallèle au vecteur 
0C=: c , le mourement résultant sera composé de la rotation déter- 
minée comme dans les articles 6^9 et 6t(6, et d'un mourement de 
translation. 
Menons, en effet, OP =^ p perpendiculaire à PP', et soit 
ïig. 8u. OM le vecteur d'un point quelconque M 

du système. On pourra décomposer OM 
en trois composantes fectangulaires, 

OM = A3:+ By + C2, 

l'une des composantes étant dirigée sui- 
vant OG, et l'une des deux autres a 
l'étant suivant OP. Par une rotation (c , o) 
autour de OC, OM prend (art. 6^8) la 
position 

0M'= (Aa; + By)c" + C2 

= A(a;cos»'— ysinw) + B(ycos!B +■ zsici^) + cs, 
que l'on obtient en appliquant la Tormule 

«"•bBî = B. + B^B^, 

oii R, =c; est parallèle à l'axe de rotation, et b, = A3; + sy 
perpendiculaire à cet axe. 
Si, au lieu de cela, le même point M, déterminé par 
PM — OM — DP = A(j-~p) + Bî 4- C2, 

exécute la rotation (c , u) autour de PP' , on aura, pour la nou- 
velle position M', 

PM' = A.[lx — p)cos«— ysin&i", + B[ycosu + (x — p)sin(uj + C3, 

d'oij l'on tire, pour la distance des deux points M', M', 

SI'M'=OM"-OM'=OP-l-PM'— OM'=Ap(l-co8i.)-Bpsin^, 
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expression indépendante de M. Donc Feffet de la rotation (c ,(o) 
autour de PP' diffère de celui de la rotation (c,(o) autour 
de OC seulement par une translation ou mouvement progressif 
égal à 

M'M' = 0P = OP — OQ, 

CH posant 

Q =; p (a CCS w -♦- B si n w) = P . c«*>, 

et par suite Q étant la position que prend le point P en tour- 
nant de Tangle (o autour de OC. Donc les deux rotations, 
autour de OC et autour de PP', ne diffèrent que par un mou- 
vement progressif. De là résulte le théorème précédent , qui 
sert à composer les mouvements de rotation autour d'axes OD 
et PP', non situés dans le même plan, théorème que Ton peut 
exprimer par l'équation 

(OD,^)X(PP',«) = (OD,-})X(OC,^)-hOP.c-, 

OC étant parallèle à PP'. 

§ m. 

Mouvements rotatoires et progressifs, 

638. Tout mouvement d'un corps solide se réduit à une 
rotation €<*>> puisque le passage d'un corps de la position OM à 
une autre position quelconque O'M' peut s'effectuer au moyen 
d'une translation égale et parallèle à 00', combinée avec une 
rotation c<^ autour d'un axe c passant dans la première position 
par 0, dans la seconde par 0', et parallèle dans les deux cas à 
une même direction. 

Il est facile de voir que, en choisissant convenablement le 
point S , on pourra faire en sorte que la rotation c<* s'opère 
autour de Taxe SS' passant par S, et que la translation soit 
parallèle à S S. En effet, soient 

00' =Aa 4-Bft H- c<î, OM = Aa?-i-By 4- cz, 

A et B étant deux vecteurs unitaires perpendiculaires entre eux 
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.et à c . La nouvelle position M* de M s'obtiendra : 1^ en faisant 
tourner le système autour de c; 2® en le transportant parallè- 
lement à lui-même suivant 00'. Si donc M' est la position que 
prend M par Teffet de la rotation c"», on aura 

OM' = OM -+-00', 

d'où 

MM'=:iOM'-OM-4-00 

== A(rcos'i>— ysinw — jc-+-a) 4-B(ycosw-i-xsinw— y4^6)-hcc. 

MM' sera parallèle à OC, si Ton pose 

jr(cos<u — 1) — i^sin w -h a = 0, 
a;siuft» -h y (cos'>j — 1) 4-6 = 0, 

c'est-à-dire pour tous les points de Taxe S S', parallèle à OC, 
et détermine par les équations 



d'où 



08= - A(a— frcouj -^ 7^^\b-hacoi^\ 

1 1 w 

= - (Aa-hBb) 4- - (Ba - a6)coI- • 

A/ iC •«' 



639. Observons que, si à la droite = — Ao- — Bft — ce 
on fait exécuter autour de 0' la rotation 0-'*^ se placera en 
un point 0*, tel que 

O'O* = — (Art-f-Bft) (ces '-i — c sin «y) — ce 

= a(— acosw — frsinw) 4- b(— fccosw4-asinft») — ce . 

Donc 

00^ = 00' 4-00^ 

= A (a — acosw — bsin w) 4- b(& — 6cosw4-«sin&>) 

= 40Ssin-^ . 
■ Soit 00' perpendiculaire à OC. Le plan OO'O"* est perpen- 
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diculaire à OC, et l'angle 00'0' = w. Donc, O'O' étant égal 
'''""■ à 00', et par suite les projec- 

tions O'O', O'O de ces lignes étant 
aussi égales, on a 

00' = 20O'sin^ = 4OSsin' g- 

Il s'ensuit de lit (\aé OS CM «ne 
troisième proportionnelle à 00* 
et à 00'. En construisant donc 

OS = OS, = ^« , puis menant 

SS' parallèle à OC, on aura j'axe ciierché. 

640. Si, outre la, rotation (c,w) autour de et la transla- 
tion 00', le corps reçoit, dans sa nouvelle position, une dila- 
tation ou une contraction, de manière à rester homothétique 
à lui-même, tandis que ses dimensions varient dans le rapport 
de 1 à r, on aura alors 

0'M' = r.c"^.OM.ct 

= rA(aicos«— ysiQù.) + rB(ycoso,.4-j;sini.)-(-rcz, 

et, pour que M' coïncide avec sa position primitive H, il faudra 
que l'on ait 

0'M'=OM — 00' = A(j;-a)+B(ï-6) + ci;^cl, 
d'»îi l'un tire 

j — n = rCxcosM — ysint"), 

y — b = r i,v eus r" -t- x mo '■•) , s~c=:rz, 

et par suite 

fl(l — r cos^.) — brs\n ■.. 

^_ b{i — r COR 4i) H- fl r sin w " r 

1 — 2rcos(u + r ' ' 1 — r 

On obtiendra ainsi le point unique S qui coïncide avec son an- 
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cicnne position, et qui n'a pas varié dans le changement de 
lieu et de grandeur du corps. 

ti4l. Le point exécutant autour deO' le Aiouvement mar- 

''''■ "■ qiié par rc-», et venant se placer en 0'. 

on aura 

OO"— Ar(— «cosu — fcsinw) 

+ Br(flsiniu — bcosu) — cer, 

d'où 

00°= 00' + OO» 

=^ a((I — orcosiu — brsinu) 

-*- B(6— &rcos«+or8ino-)+cc{l— r), 

La projection de 00' sur le plan perpendiculaire à c sera 

00** = A(a — arcosa- 6rsini.)+ Bt,6 — fcrcos«4-arsiii«), 

et, si OS' est ta projection analogue de OS, on a 

0S= AX + BJ + cz 

o — a r cos u — A r sin ■» b — trcosai -t- arsiiit. c c 

I — 2rcos«. + r' 1 — 2rcoS'u4- r' 1— r 

= . ,°°'' . ^-.-^=0S-H-5-S. 
1 — 2rcoàu+ r- 1 — r 

Donc, à cause de 00' = 00"+ 0"0', 0"0'=cc(l — r), 

os.- o»" -- «••» 

642. Dans le cas de r négatif, les deux corps OH , OM' se- 
ront inversement semblables. Si l'on suppose, par exemple, 
r = — i, le points «^ui coïncidera avec son correspondant 
sera donné par la forme 

OS = A» + ey -hcz. 
On a d'ailleurs 

OS = a( — xcosu + ysin».) + b{ — ycosw— asinai) — et. 
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d'où Ton tire la valeur de OS ==00 -h O'S, et, en Tidentiflant 
avec kx + By + CZ, on en conclut 

a — X — a?cos<»-hysin6i =0, 

& — y-^ycosw— a?sinw = 0, c — z — ^r = 0, 

et par suite 

Si l'on fait faire à autour de 0' la rotation (c ,z — <o), on 

aura 

QrQoo _ — ^^^ _^ gj,^ (_eosw -f- csin u) 

= A(flcosw+ &sin«a) -f- B(bcos&> — asin»), 
d'où 

00«^ = Aa4-Bfc+ O'O^*^ 

= A (a -h a ces û> -f- ft sin w) +- b (fr + 6 ces « — a sin w) , 

4 CCS* ^ 

643. Si nous supposons, r étant quelconque, que 00' soit 
perpendiculaire à Taxe de rotation, on pourra prendre ^ = 0, 

et alors, au lieu de la formule r.B *rjB^, employer la formule 
plus simple rnB. On a alors 

OM-0'M = 00' = OM(l-rc«). 
En posant — r . 00' . c^ = r . O'O . c<^ = O'û , on aura 

(00'-hO'û).OM = OÛ.OM = 00'(l — rc^).OM = 00", 
d'où 

OQ 

valeur facile à construire. On obtiendra ainsi le point immo- 
bile M. 

En comparant cette solution à la précédente, on voit à quel 
point les formules se simplifient, lorsque les biradiales sont 
coplanaires; on peut éviter alors de décomposer toujours cha- 
que vecteur suivant trois axes rectangulaires. 
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§ IV. 

Transformation des coordonnées rectangulaires. 

644. D'après ce que nous avons vu (art. 629), si Ton fait 
subir à un système un nombre quelconque de rotations autour 
(l'axes passant par un même point, ces rotations peuvent se 
composer en une seule. Désignons par s^ cette rotation, 

T^, I,, T3 étant trois axes rectangulaires fixes; on a 

2= S :rtr ces Jar4- S SÎH { ff = COS }- ff (1 -h )j Tj 4- ^s'i "^ ^8 'a"^ » 

en posant 

>i = «1 tang J «r , i, = 5, lang J ^r , ), = s^ lang | ^ . 

Si Ton fait subir à un vecteur quelconque x la rotation s*», il 

prendra la position 

1" t 



\ ~2-*xS = s ' xs* , 



c'est-à-dire 

x;i, + x;f,+ X^l, =: COS* ; ». (1 - >, l, _ 1,|^_>, i,) (x, I, + X,I, + x, I,^ * 

d'où, en effectuant les multiplications, 

séc'J<r.»;r-rM-+-/î--).|-Â5-,x, +2(),>,-),')x, + 2(V,— >,)X,, 

séc'|<T.x; = 2(v.+>,)x.+ vi-vî-f->.;-)5ix, + 2i),i,— ),)x,, 

Séc'«<r.x;r^2(>,-..— î,)X,+ 2().,>,-H),)X,--+-(l_À;-).} + i|)x,, 

ce qui n'est autre chose que les formules d'Euler. 
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CHAPITRE XI. 

OéOMÉTRIE DE LA LIGNE DROITE ET DU PLAN, 



. 645. Appliquons d'abord le calcul des quaternions à quel- 
ques propositions de Géométrie élémentaire. 

1. Soit un triangle ABC, ayant les deux angles B^C égaux 
entre eux. Les biradiales ^ » ^-^ auront des verseurs conju- 
gués entre eux. En prenant donc A pour origine des vecteprs, 
et désignant par X un coefficient réel, on aura 



C — B B — C 



ou 

(b - c)-*b = >.(|t(c — b)-*c = >.c(c — b)-*. 

En opérant par (b — c) X ,.puis par (c — b) X , on a l'égalité 

b(c — b) = >(b — c)c, 
ou 

• BC — B*=X.BC — >.C*, 

0BC4-îl>BC— B* =>.0BCH-A.ÎI>BC — À.C'.. 

Les vecteurs AB,AC n'étant pas parallèles entra eux, HIbc 
n'est pas nul. Il faut donc, pour* que l'équation précédente 
subsiste, que l'on ait 1 — X = 0, d'où b* = c'. Le triangle est 
donc isoscèle. 

En reprenant les raisonnements cîans l'ordre inverse, on 
démontrerait la proposition réciproque. 

IL Trouver sur la base BC d'un triangle ABC un point fi 
d'où l'on puisse mener aux deux autres côtés AB,AC des pa- 
rallèles DE , DF égales entre elles. 
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Les trois points B,D,C étant en ligne droite, si Ton fait 

AE 

— *= f , on aura 

, BD BF , AF ., . AE , ^ 
BC BA BA BA 

donc, à cause de FD = AE, 

AD = AF-+-FD = (l-OAB-f-rAC, 
ou 

Pour que l'on ait DE = CF, il faut que (1 — t)MB soit égal 
à r.9c. En désignant par u la valeur commune de ces deux 
quantités, on aura 

(1 — f)B==tl.lil.B, t.C=zuMCy 

d'où 

D = tl(WB-f-lUc), 

et par suite (art. 622), AD est la bissectrice de Tangle BAC . 

Nous avons supposé f et 1 — t positifs; on pourra examiner 
de même le cas où Tune de ces quantités serait négative. 

III. Dans un quadrilatère inscrit au cercle, le produit des 
côtés est réel. 

Soient, en effet, a,b,c,d les quatre côtés. / Taxe du plan du 

quadrilatère, (a,b) = X, (c,d) = u deux angles opposés. On a, 
en désignant par a,b,c,d les modules des quatre côtés 

m 

AB = a'.- = — ab./^, cD = c*. - = — ci.I^y 

A C 

d^où 

ABCD = abcd./^^**. 

Or X4-.u==^'ït, si le quadrilatère est convexe, et =0, s'il est 
biconcave. Donc le produit abcd est égal à ±: abcd. 

Si donc on connaît deux côtés a, b du quadrilatère inscrit, 
on aura les deux autres x et — a — b — x au moyen de l'équa- 
tion 
(x) 1I>abx(a-+-b-+-x) = 0, ' • 

qui sera celle d'un cercle. 
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Exemple. Soient 

A = 1,4-21,, B = 3l, — I,, 

et peppésentons le tpoisième côté \}dir\==: x^\^-\-x^l^ + x^i^r 
On aupa 

0=lD}(i,4-2i,)(3i, — ^(ir^i^-f-ar.ij + aî,!,) 

X [(4 + x,)u 4- (24- a?,) r, 4- (ifo- i)!.,]! , 

d'où, en effectuant et égalant séparément à zépo les coefficients 
*^ Im II» is> on tire tpois équations 

= 2x\ 4- 2x\ 4- 2x\ 4- 16x, 4- 3x^ 4- 28;r3 , 

= a^î 4- a?î 4- a?î 4- 3 jîj 4- 4 r, — a-, , 

= 6a?î 4- dx\ 4- 6a?î + 16 j?, 4- 25t,— 12^3, 

qui se réduisent à deux équations distinctes^ peppésentant Tin- 
tepsection d'une sphère et d'un plan. Ainsi l'équation (x) pe- 
ppésente bien un cepcle. 

646. Pour que deux vecteups a,b soient parallèles, il faut 

6 1 

que la biradiale - = -^ ab ait son angle nul ; il faut donc qu'elle 

se réduise à sa paptie péelle et que son vecteup soit nul. Donc 
la condition de papallélisme est 

1Dab = 0. 

Poup que les vecteups a ,b soient perpendiculaipes entre eux, 
il faut que la même bipadiale ait son angle droit et qu'elle se 
réduise à son vecteup. Donc la condition de peppendiculapité 
est 

0AB=:O. 

Génépalement, les vecteups a,b faisant entre eux un angle 0/ 
le vepseup de la bipadiale ab sepa 

m ab ^ ÎDab . ^ / ÎHab \6 

1IIaB=;=P = CCS 4- ;=--5S SIH = ( ;=-:rir I . 

33 
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On aura, pour déterminer Tangle 0, les équations 

. cos6=7= — , sin6=-^= • 

De la dernière égalité on tire 

Donc^.tt^AB représente le double de Taire du triangle com- 
pris entre les vecteurs a et b. 

647. L'équation du vecteur OX =x, prolongement de OA = a, 
peut se mettre sous Tune des formes 

(1) x||a, X=:|A, Î1>AX = 0, Mli = UjL, 

Ces équations sont toutes linéaires en x, et renferment, expli- 
citement ou implicitement, une variable réelle t. 

Si A,B,c sont trois vecteurs non coplanaires, en opérant 
par 6(tl>AB X) et par 0(X>ac X) sur Tune des équations (1), 
on trouve 

(2) 0ABX=:O, '6aCX = 0. 

Chacune de ces nouvelles équations, prise séparément, repré- 
sente un plan [art. 551, (18)], puisqu'elle exprime que le vec- 
teur X est coplanaire soit avec a et b, soit avec a et c. Donc 
l'ensemble de ces équations représente la ligne OA d'intersec- 
tion de ces deux plans. 

648. Réciproquement, pour résoudre les équations (2) et en 
tirer x en fonction de quantités connues, écrivons-les sous la 
forme 

Ô(x.ÎI>AB)-=0, 0(x.ÎDac)=:O, 

ce qui fait voir que x est perpendiculaire à chacun des vecteurs 
Pab, tlÏAC, et par conséquent parallèle à l'axe de leur pro- 
duit, d'où l'on tire (art. 649) 

X = «'.î>(t!>AB.tDAC), 

= f'(c.0ABA — A.0ABC) = — f'.A.0ABC, 

ou simplement x = ^a, en posant — t'dkBC=t . 
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649. L'équation d'une parallèle menée par le point b à la 
droite x = f a , sera 

(3) x=U-*-B, ou Î>.a(x~b) = 0. 

.650. L'équation de la perpendiculaire à a, menée par le 
point p, sera de la forme 

X z= fc-f- p. 

Pour que les vecteurs a et c soient perpendiculaires, il faudra 
que l'on ait 

0AC=O. 

Ensuite A , p , c devant être coplanaires, on aura 

0APC = O, ou 0(tl>AP.c) = O; 

c, étant donc perpendiculaire aux deux vecteurs a et ÎI>ap, 
sera parallèle à l'axe de leur produit, et Ton aura 

■ 

Donc l'équation de la perpendiculaire cherchée sera 

(4) X = ^tI>(A.^)AP)-f- p. 

On peut arriver autrement à ce résultat. On a, en offpf, 

p = A~*AP = A~~*.0AP -f- A~^.1D AP. 

Donc A""*.tI>AP, qui est une perpendiculaire à a (puisque son 
produit par a est un vecteur), est coplanaire avec a et avec p . 
Donc c'est la direction de la perpendiculaire cherchée, d'où 

l'on tire l'équation (4), en remplaçant t par — 



C^a)* 



651. Ainsi — a'^-ÎI^ap est le vecteur mené par Textrémité 
do p perpendiculairement à la droite \ = tx. Si l'on transporto 
maintenant l'origine au point p, on en conclura que 

n = — a-^1I>a(p-b) 
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est le vecteur allant de rextrémité de p perpendiculairement 
vers la droite 

On peut le voir plus simplement comme il suit. Si x est le 
pied de la perpendiculaire, celle-ci sera x — p. Cette droite 
devant être perpendiculaire à x ~ fA + b, ou à sa parallèle a , 
on aifra 

0a(x — P)=0, ou 0A(rA-+-B -P) = 0, 

d'où 

/A = A-*6a(p — b), 
X- p = /a -h B — P=: — A-*[a(P — B) — SÎa(p — Bj] 

==- a-».ÎI>a(p — b», 
comme ci-dessus. On a, pour la longueur de la perpendiculaire. 

%Uz=zç: %10 |lltA.(P — Bl] . 

052. Le vecteur qui joint le point p à un point quelconque 
de la droite (5) est égal à 

^A 4- B — p. 

Pour que sa longueur soit un minimum, il faudra donc que 
Ton ait 

rf'9l(/A + B -P) = 0, 

OU (art. 594) 

= 'a(UH-B — P)d'®(a4-B — p) 

= — 0[(UH-B— P).rf(fA-4-B — p)] 
= — 0[(rA-t-B — P).A].df = 0, 

c'est-à-dire 

0[(U-hb~p)a] = O, 

et par suite que le vecteur tk + n — p soit perpendiculaire à a 
ou à fA. 
Cette équation donne 

fA*-f-0[A(B — P)]=0, OU rA=— A-*.0[a(b — P)J. 
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Donc le vecteur perpendiculaire à a ou à la droite (5) est 

B -P — A-'.0[a(b-p)] =A-»Ja(b — p)-0[a(b — P)]| 
= A-M) [a(b-P)] = — A-*.ÎI> [a(p — b)] , 

comme on Ta trouvé dans Tart. précédent. 

653. Cherchons maintenant la plus courte distance de deux 
droites^ données par les équations 

X = ^A H- B 5 X' = t'\' -h b' . 

On posera d% (x' — x) = , ou 

O = 0[(x' — x)(dx' — dx)] = 0[(x'--x)(A'dr— Adf)]. 

t et t' étant deux variables indépendantes, Téquation se 
décomposera dans ces deux-ci 

0.(x'.-x)a = O, 0.(x'-x)a' = O, 

équations qui expriment que la plus courte distance des deux 
droites est leur perpendiculaire commune. 

Cette perpendiculaire est parallèle à H^aa', et par suitt 
on a 

(6) x' — X=:rA' + B' — U — B = W.ÎDaa'. 

En opérant sur cette équation par a a' X , il vient 

0[aa'(b'— B)]=::tt.0(AA'.t>AA')=:tt(lI>AA')% 

ce qui détermine le coefficient u. La plus courte distance 
cherchée est 

= 'a0[lKlI>AA'.(B' — B)], 

le signe % mis devant indiquant simplement que la valeur 
numérique de la quantité doit être prise positivement. 

Pour trouver les extrémités de la perpendiculaire commune, 
opérons sur (6) par . .\X et par 6 . a' X ; on trouvera ainsi 

S.A(x'— l) = 0(rAA' + AB'— Ïa' — Ab) = «.0(A.1I>Aa7=O, 



518 THÉORIE ÉLÉMENTAIRR 

c'est-à-dire 



et de même 



e'A" + 0A'B'— /.6aa' -3a'b = 0; 



ces équations font connaître les valeurs de t, r', et par suite 
celles de X, x'. 

654. Soit donné un tétraèdre OABC. La perpendiculaire 
A A' à la face OBC, abaissée du point A, est parallèle au vecteur 
(le la biradiale BOC ou à jPbc. Donc un vecteur mené dans 
le plan OA A' et rencontrant la hauteur AA', aura pour expres- 
sion 

A H- >.Ï>BC, 

À étant un facteur réel indéterminé. De même, un vecteur 
rencontrant la hauteur BB' aura pour expression 

B ■+- fA.UcA. 

Pour qu'un même vecteur rencontre à la fois les deux hau- 
teurs AA', BBS il fâut que X et |jl soient tels que les deux 
vecteurs précédents soit parallèles, ou que le vecteur de leur 
produit soit nul, ce qui donne la condition 

= ÎD. [(a -f- )..tDBC) (B + ^.ÎJCA)] 

= %)AB + X.ÎD(ÎI>BC.B) + p.lD(A.HJcA)-f->/it!)(ll>BC.PcA) 
= I>AB4->(b.0CB— C0B*) -H ^(a.SaC — C.0A'j 

-♦- /|[4(a.0BC* — C.0BCA) 
= PaB-4- a(b.0BC— B*C) 4- t/{A.0CA — A*C)— X,u.C.0ABC. 

Kn opérant par 0bXi il vient 

= f*(0AB.0XC — a'.0BC) — Xfi.0BC.0ABC, 

d'où Ton tire 

. gjr 0AB.0AC 

>.9abc = — -^ A*; 
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et de même, en opérant par j5a X , 

0ÔBC.0BA 
ABC = -= ir. 

0CA 

La symétrie de ces formules fait voir qu'en identifiant Tune 
des droites précédentes avec celle qui rencontrerait la hauteur 
ce, on trouverait pour X ou jx la même valeur, et de plus 

0CA.0CB 
ABC = ^ C*. 

9ab 

On peut donc toujours mener par chaque sommet d'un 
tétraèdre une droite déterminée, rencontrant les quatre hau- 
teurs. Donc ces quatre hauteurs sont rencontrées par quatre 
droites différentes; elles sont donc des génératrices d'un même 
système d'un hyperboloïde gauche. 

On peut encore énoncer la proposition que nous venons de 
démontrer, en disant que si, par chaque arête d'un angle 
trièdre, on mène un plan perpendiculaire à la face opposée, 
ces trois plans ont une intersection commune. 

• 

655. Ce théorème peut encore se démontrer plus directement 
de la manière suivante. 
Soient 

5ax = 0, 0bx = O, 0cx = O 

les équations des trois faces. L'intersection des deux dernières 
est II HlfBC (art, 658), et par suite la normale au plan || a et 
passant par l'intersection des deux faces en question sera 
perpendiculaire à tl^BC ; cette normale sera donc parallèle à 

tJfA.Î^BC). 

Donc le plan aura pour équation 

3[x.tl>(A.lI>BC)j=0. . 

On a d'ailleurs [art. 547, (9)] 

■^Jû.U^Bn -- c.0Ar. — B.0AC, 
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Donc réquation devient 

= 0(XC.0AB — XB.0AC) = 3aB.6cX — 6aC.0BX. 

En formant par des permutations cycliques les équations des 
deux autres plans, et ajoutant les trois équations ainsi obte- 
nues, la somme est identiquement nulle, ce qui démontre le 
théorème. 

656. Étant donné un tétraèdre OÂBC , déterminer un système 
de trois axes rectangulaires ^ dont chacune passe par deux arêtes 
opposées de ce tétraèdre. 

Le sommet étant prjs pour origine, soit x le vecteur du 
point d'intersection des axes cherchés Xi, , Xi, , Xi,. La con- 
dition pour que le vecteur Xij coupe l'arête OA sera 

(a) 0IiAX = O, 

et pour qu'il coupe l'arête opposée BC , il faudra que l'on ail 

(15) Ô[i,(b— c)(x— b)] = 0, ou 6}iJ(b— c)x — BC]{=0. 

Oh a deux autres équations semblables à (a), et deux autres 
semblables à (^). Si donc on pose 

B— c = a', tl>BC=.A', Î>a'a = a^ 

et de même pour les autres, on aura les six équations 

ôi^Ax = 0, Ôi^a'x — Ôi^a' == 0, 
6i,BX = 0, 0i,b'x — 0i,b' = 0, 
0i,cx = O, 0i,c'x — Siac' = 0, . 

Des deux équations en i, il résulte que l^ est perpendiculaire 
aux deux vecteurs ï>ax, (XDa'x — a'), et par suite parallèle 
au vecteur de leur produit 

1I>[ÎUax.(1Pa'x-aOJ, 
lequel est égal [art. 547, (9), et art. 549, (13)] a 

X.0AXA'— a'.ÔaXX — A.0A''x-hX.0AA'' 

= - A.0a''x 4- x(0AA' 4- 0a"'x) . 
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On obtiendra de même les expressions des vecteurs parallèles 
à I, et à I, . Remplaçant ii , i, , i, par ces valeurs dans les con- 
ditions de perpendicularité 

01,1, = 0, 01,1^ = 0, 0i4i, = O, 

on obtiendra trois équations du 4® ordre en x . Donc l'origine 
cherchée est donnée par l'intersection des trois surfaces du 
4® ordre. 

657. L'équation 

(1) 3aX=:0 

exprime que x est une perpendiculaire quelconque au vecteur 
A ; donc c'est l'équation du plan perpendiculaire à a , mené par 
l'origine. 

Pour trouver cette équation directement, remarquons que, 
B et G étant deux vecteurs perpendiculaires à a, l'équation de 
ce plan peut s'écrire (art. 431) 

X = fB 4- tic. 

En opérant par SaX) on éliminera les deux indéterminées 

On peut aussi n'en éliminer qu'une, en opérant par DbXj 
ce qui donne 

ÎI^Bx = ^tl>BB + uTDbc = ttA X une quanlitè réelle, 

A étant parallèle à tl^BC , ou simplement 

H^BX = ttA. 

On tire de là 

= ÎI>(a.1I>BX) =X.0AB— B.0AX, 

d'où résulte, à cause de 0ab=:O', 0ax = O, c'est-à-dire 
l'équation (7). 
Pareillement 

(8) 0[A(X-BJ]=O 

est l'équation du plan mené par le point b perpendiculairement 
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ù A . Cette équation est, comme la précédente, susceptible de 
diverses formes. 
En général, toute équation de la forme 

peut être identifiée avec Téquation (8), et représente un plan 
perpendiculaire au vecteur a. Pour avoir sa distance à Torigine, 
posons x = Kt. Il vient 

d'où 

c c 



t = -,, X = i ,- ^x = 



A" A ^K 

pour la distance cherchée. 

658. L'intersection des deux plans 

^9) 0[a(x-b)]=O, S[a'(x-b')]=0 

contient tous les points dont le vecteur x satisfait à la fois à 
ces deux équations. Mais, les vecteurs A, a',Îî>aa' n'étant pas 
coplanaires, on a [art. 550, (16)] 

X.0(AA'.t|lAA') = 

iP(A'.tI>AA').ÔAX +ï>(JÎ>AA'.A).0A'x-f-ï>AA'.0(î)AA'.X>, 

ou, en ayant égard aux équations (9), 

-r.x.C®.lI>AA')« 

= ÎI>(A'.tI>AA').0AB-hï>(tl>AA'.A).0A'B'+tl>AA'.0AA'x, 

ou enfin, en remarquant que 0aa'x est une quantité réelle 
indéterminée, que nous représenterons par f , 

|-.X.(^.t^AA7 
^ ^ ( =lîD(A'.tI>AA').0AB4-1I>(ï>AA'.A).0AV-*-l.1l>AA', 

expression du vecteur de la droite d'intersection des deux 
plans (9). Cette équation est moins commode dans là pratique 
que les deux équations simultanées (9). 
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Quand les deux plans donnés passent par Torigine, on a 
B = b' = , d'où Ton tire, pour l'équation de l'intersection, 

659. L'équation du plan passant par l'origine et par l'inter- 
isection des deux plans (9) sera 

0a'b'.0ax — 5ab.Ôa'x = 
QU 

0[(a.0a'b'— a'.0Ab)x] =0. 

C'est là, en effet, l'équation d'un plan passant par l'origine; 
de plus, si X est tel que l'on ait 0ax = 0ab , on aura aussi 
0a'x = 0a'b', et les équations (9) seront toutes les deux 
vérifiées. 
On voit par là que le vecteur 

•a.0a'b' -a'.Sab 

est perpendiculaire à la ligne d'intersection (iO) des deux 
plans (9), ainsi qu'à tout vecteur mené de l'origine à un point 
de cette ligne. 

660. Cherchons la distance d'un point donné P au plan 
0a(x — b) = 0. La perpendiculaire abaissée de. p sur le plan- 
étant parallèle au vecteur a, aura pour équation 

x= /a 4- p, 

et la longueur de la perpendiculaire sera celle de x — v = tk. 
Pour déterminer t, opérons par 0a X , ce qui donne, en vertu 
de l'équation du plan, 

[a(^A -h b)] z=i r a- + AP = AB , 

d'où 

(1) ' Jl= rA = — A-*.0a(p — b), 

expression du vecteur qui va perpendiculairement du point p 
vers le plan. 
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Si le plan passe par Torigine, alors 6 = 0, et Ton a 

n = — - A~*0AP. 

La longueur de la perpendiculaire n donnée par Féquation (1) 

est 

(2) 'ïn = 'aA-*.'a0A(p— b) = q: Ô[111a.(p— b)]. 

661. Trouver Péquation d'un plan passant par trois points 
donnés A , B , c . 

Si X est le vecteur d'un point du plan, x — a,x — b,b — c 
seront trois vecteurs coplanaires. On aura donc 

O = 0[(x-a)(x— b)(b-c)] 

= 0[x(bC4-CA-+- AB)] — 0ABC 

= [x(1I>BC 4- t)cA -h 1I> AB)] •— 0ABC. 

Si Ton pose 

D = t!>BCH-tI>CA-+-1I>AB, 

comme on a 0da = 0abc, l'équation pourra se mettre sous 

la forme (8) 

0d(x — A) = 0. 

Pour avoir le vecteur perpendiculaire mené de l'origine au 
plan, on posera x = fD , et l'équation 

0XD — 0ABC = O 

deviendra 

try^ = 0ABC, 
d'où 

0ABC 
Ï>BC-+- IJcA-h DaB 



X = f D = D~*.0ABC = 



expression du vecteur cherché, d'où l'on peut déduire de 
nombreuses propriétés du tétraèdre. 

0ABC étant [art. 551,(17)] le sextuple du volume du tétraèdre 
OABC, l'équation 

0ABC = 0XBO 4- 0XCA -4- 0XAB 

aurait pu s'obtenir immédiatement, en remarquant que, si X est 
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un point du plan de la base ABC, la volume du tétraèdre est 
égala la somme algébrique des volumes des tétraèdres OXBC, 
OXCA,OXAB. 



663. Soit'nt les deux droites 



= /A 



I /'a' h 



]/t'-(|uatJon d'un plan parnlIMe à ces deux droites et pas- 
Fig. 83. sant par le point c sera 

(il) 8[A*'(X-0)] = 0, 

cette équation exprimant 
que les trois vecteurs a , a' . 
X — c sont coplanaires. 

' Si C;=B, le plan con- 

tiendra là première droite ; . 
si c^b', î) contiendra la 
seconde. 

Si u.1!)aa' est la plus 

courte distance de ces deux li<;nes (art. 653), le vecteur 

EF=^ b' + M. Paa' — B (/îi/. Si) étant coplanaire avec Ia et 

avec ï'a', on a 

0[aa'(b'-b4-ii.1I>aa')] = O. 

Cette équation peut s'écrire ainsi 

S[(9AA'-t- f AA') (B — b' — M.HIaa')] = 0, 

ou 

W(1i>AA')*+â[lI'AA'.(B'-B)] =0, 

ou, en divisant par '^(jPaa') , 

'S.fn.pAA') ~%S[(p'-b).U{T^jlk')], 
comme nous l'avions trouvé (art. 653) par une autre voie. 

663. Trouver Céquation if «n plan patsant par l'origine et fai- 
sant des angles égaux avec trois lignes données. Déterminer la 
caleur commune de ces angles. 



5 
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Soient a , b , c les vecteurs unitaires qui marquent les direc- 
tions des trois lignes données, et 

0RX--O 

réquation du plan cherché. Le cosinus de Tangle de ce plan 
avec A , ou le sinus de Targuaient de la biradiale (a , r) est 
donné par l'équation 

0AR zzi'SR.sin?. 
On devra donc avoir 

0AR = 0BR = 0CR = t , 

d'où 

t 

®R 

Or on a (art. 550) 

R.0ABC = ]|^BC.0AR 4- 1|)cA.0BR 4- t!^AB.0CR 

= f(îUBC-f-tl>CAH- tI>AB^. 

Donc réquation du plan sera 

[x(tI>BC -f- tJcA 4- ÎI>ab)1 = 0, 

(*t le sinus de l'angle cherché sera 

0ABC 



sin V = 



%{VBC-tVcK-\-7)KB) 



664. Lieu des milieux des droites parallèles à un plan donné et 
s" appuyant sur deux droites fixes. 

Soient 0cx = l'équation du plan donné ; 

I = U 4- B , X' = Vk' -4- b' 

les équations des droites fixes, et \ le milieu de x' — x. On 
nnra les relations 

2y = /A4-B4- /'a'4-b', 

= [C(X' — x) j = [c(('a' -H B' ~- f A — b)j . 

Cette dernière équation donne une relation linéaire entre f et f ' , 
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de sorte que, en éliminant t' entre cette équation et la précé- 
dente, on obtient pour le lieu cherché une équation de la forme 

Y == fM + n; 

ce lieu est donc une droite. 
Exemple. Soient 

X = (14 +215)^4-314 — 1,, x'=:i,«'4-3i, — 2l, 

les équations du plan et des deux droites. On aura 

2y = (i, 4- 2rj) f 4- 15 «' 4- 31^ + 31,-31, , 
= 3|(i, ~ 21,4- 1,) [(i, 4-2i,U-i,f' 4-31, -3i, -h i,: ( 
— -.- ;_3 4-4^~64-<' — i, 
d'où 

ot par suite 

2y =::= (1j4-2t,— 3i3)f4-3ii4-3i,-H7i5. 

Telle est l'équation du lieu cherché. 

665. Soit ABC un triangle, AT la tangente en A au cercle 
circonscrit, prolongée dans le sens direct ABC . L'angle y des . 
deux vecteurs BC,CA est égal au supplément de celui des 
vecteurs TA, AB. En désignant donc par /l'axe du plan ABC, 
et par k une quantité positive quelconque, abstraction faite 
de sa valeur, on aura 

BC.CA = — *./Y, TA.AB = — *./^^ = it./«, 
d'où AT.CA = *./-«, et par suite 

TA.AB.BC.CA=: — Z-, 

AT 
ou, en opérant par (TA)"* = 'â~AT "i P"*®^'^*' facteur, 

AB.BC.CA = — *.AT. 
Soit maintenant ABCD un quadrilatère gauche, AU la 
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tangente en A au cercle circonscrit au triangle ÂCD . On aura 
de même 

AC.CD.DA = — t.AU. 

Donc, en remarquant que C A. AC= — AC*= (®AC)* est une 
quantité positive, on aura 

AU 



— « 



(i) AB.BC.CD.DA = i.AT. AU = — i. ^ 

Al 

ce qui détermine le plan et Taxe do la biradiale TAU. 

Si le quadrilatère ABCD est inscrit à une sphère, le plan de 
cette biradiale est le plan tangent à la sphère en A, et son axe 
est le rayon A de la sphère, dirigé dans un sens tel que le 
mouvement de AU vers AT se fasse relativement à ce rayon 
dans le sens direct. 

Si Ton donne, par exemple, 

AB = ii — I,, BC = ii-f-2i3, CD = ii, DA = i,H-i3, 

on aura 

AB.BC.CD.DA = - 1 — 3rj-3T, — i,, 

ce qui déterminera le vecteur 0A = *( — Si» — .3^ — i,) du 
point A . 
Pour avoir le vecteur du point B, on fera le produit 

BC.CD.DA.AB = — 1 + 3ii-h3i,-M,. 

On voit que ce vecteur = — OA est dirigé suivant la même 
droite que OA. D'ailleurs, OA étant Taxe correspondant au 
sens du mouvement du plan DAC vers CAB, et OB à celui du 
mouvement du plan DAB vers DBC, ces deux mouvements 
seront contraires, puisque DAG se confond avec DBC, et par 
suite AU avec BT', de sorte que les deux rotations ramènent 
la tangente à la même position. Donc si OA est Taxe de Tun 
des mouvements, et 0B= — OA celui de Tautre, il faut que 
le point B coïncide avec le point A . 
On aurait de même, pour les vecteurs des autres sommets, 

0C = -ij — 3i,-+-3r,, 0D= — i,-h3r, — 3I3. 
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666. Soit E un cinquième point de la sphère ABCD. La 
tangente en A au cercle A DE sera 

AD.DE.EA = -.A.AV. 

En multipliant cette équation par l'équation (1) de l'article 
précédent, il vient 

AB.BC.CD.DE.EA = — t.AT.AU.AV 

= le produit de trois droites coplanaires, et par suite = lin 
vecteur situé dans le plan tangent à la sphère en A . Donc le 
produit des cinq côtes d'un pentagone inscrit dans une sphère 
est une tangente à la sphère au sommet initial A • 

Exemple. Supposons une sphère tangente en A au vecteur 
AB = ii — 1, , et passant par les points G , D , déterminés par 
les vecteurs 

AC = ii-*-2i,, CD = 3i4. 

m 

Cherchons le point E de cette sphère, situé sur la droite DE , 
parallèle à i, . En posant DE = zi, , on aura 

EA = — 4i, — (2: + 2)i3. 

Il faudra déterminer z de manière que la partie réelle du 
produit 

= 3z[— 2ir— 8 4- (6— ;2;)i4 H-(-2;--6)i,+ (4;î +-8)1,] 

s'annule, ce qui a lieu soit pour z = 0, soit pour >3:= — 4. 
Cette dernière solution donne DE= — ^ij, AE = 4ii — 2î,, 
et le vecteur lOij — lOi, — Si, de ce produit sera tangent à la 
sphère en A . 

667. On donne des points k, k\ k\ ... ^ en nombre quelconque. 
Trouver un plan passant par Vorigine, et tel que la somme des 
carrés des perpendiculaires abaissées de ces paints sur le plan soit 
un minimum. 

Soit 0XY = l'équation du plan cherché, y étant le para- 

34 
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mètre inconnu, dont nous pourrons supposer le module %y = i . 
Les perpendiculaires à ce plan seront (art. 659) 

— T.0Ay, — y.0a'y, .... 
Les carrés de ces expressions étant 

-(0AT)% -(0a'y)%..., 

on voit que la condition de la question revient à rendre la 
quantité ^ (0at)* un maximum, ce qui donne l'équation 

(1) 2(0AY.d0AY)=O. 

De plus, de Thypo thèse que Y est un vecteur unitaire ou que 
{^ly = 1 , on tire (art. 602) 

(2) 0YdY = O. 

Si l'on pose, pour abréger, 

A.0AY 4- A'.0A'f 4- ... =R, 

l'équation (1) pourra se mettre sous la forme 

(3) 0RdY = O. 

Les équations (2) et (3) expriment que les deux vecteurs y et r 
doivent être ensemble perpendiculaires au vecteur Jy, dans 
toutes les positions, en nombre infini, que celui-ci peut occuper. 
II faut donc que ces deux vecteurs soient parallèles, ce qui 
donne la condition r = ^y, ou 

2A.0AY = 5fY, 

g étant un nombre réel. 

Si l'on représente par Qy le premier membre de cette 
équation, on voit que l'opération Q ne doit pas changer la 
direction de y, d'où l'on conclut (art. 587 et suiv.) que y doit 
être une des trois directions correspondantes aux racines de 
l'équation (f{g) = 0. En outre, la fonction D étant conjuguée 
à elle-même, ces trois directions seront rectangulaires entre 
elles. Si, comme cela a lieu généralement, les trois valeurs de 
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g sont inégales, Tune d'elles correspondra à un maximum , 
une autre à un minimum, et la troisième ne correspondra ni à 
un maximum, ni à un minimum. 

668. Deux des arêtes d'un angle trièdre trirectangle se mouvant 
chactine dans un plan donnée et le sommet étant fixe à l'origine des 
coordonnées j trouver le lieu de la troisième arête. 

Soient x, y, z les trois arêtes mobiles, a et b les axes des 
deux plans donnés. On aura les conditions 

0TZ = O, 0ZX = O, 0XY=:O, 0AY = O, 0BZ = O, 

entre lesquelles il s'agit d'éliminer y et z . Ces deux vecteurs 
dépendent de 6 paramètres, parmi lesquels 2 (les niodules) 
doivent rester arbitraires; on n'aura donc que 4 paramètres à 
éliminer entre les 5 équations. On pourrait d'ailleurs compléter 
le nombre d'équations nécessaire pour l'élimination des 6 para- 
mètres, en joignant aux équations précédentes ces deux-ci 

^Y = g, ^z = hy 

g et h étant arbitraires. 

Des équations 0ay = O, 0xy = O, on conclut que y est 
perpendiculaire au plan (a^ x), d'où 

Y = f.îi>Ax, et de môme, z = u.Dbx. 
Portant ces valeurs dans 0yz = , il vient 

0(X>AX.tl>BX)=O, 

ou, à cause de tI>BX= — HJxb, 

= 0(tDAX.HDxB) = 0[(aX — 0AX) (XB — 0XB)] , 

et, en réduisant, 

= 0AX.0BX — 0AB.X', 

équation du second degré, qui est celle d'un cône dont les 
sections circulaires sont perpendiculaires à a et à b (art. 680). 
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CHAPITBE Xn- 

LA SPHÈRE ET LES SURFACES DU SBCONB ORDRE. 



La sphère et le cône. 

669. L'équation 

(1) '3tx='®A, OU X*=A' 

représente une sphère de rayon %x, ayant son centre à l'origine. 
On peut donner à cette équation diverses formes, qui corres- 
pondront à diverses propriétés de la sphère. De l'égalité 

(x + A)(x — a) = X' — A*4- AX — XA = X' — A* 4-2X>AX, 

il résulte, au lieu de Féquation (1), Téquation 

0.(X-f-A)(X — A) = 0, 

qui exprime que les vecteurs x + a et x — a sont perpendicu- 
laires entre eux, c'est-à-dire que la sphère est le lieu des 
sommets des angles droits dont les côtés passent par les ex- 
trémités A et — A d'un de ses diamètres. 
On en tire encore 

'StCx + a) (x— a) == 2^tDAX . 

L'aire du rectangle compris entre des cordes x + A , x — a est 
(Jonc le quadruple de Taire du triangle compris entre les vec- 
teurs A et X . 
On a (art. 552) 

x = (x + a)-*a(x + a), 
ce qui fait voir que l'angle des vecteurs a et x est double de 
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l'angle des vecteurs a et x + a, lequel est égal à un angle 
iRScrit, s'appuyant sur le même arc que Tangle au centre. 

670. Si le centre de la sphère est en b, l'équation de la 
sphère sera alors 

(2) %{x—b)=z^a, ou X*— 20BX = A«--B*. 

Si '®B = '®A, le cercle passe par l'origine, et son équation est 

X* — 20BX = O, ou 0x(x— 2b)==0, ou — =1, 

ce qui fait voir encore que l'angle inscrit dans le demi-grand 
cercle est droit. 

671. Réciproquement, cherchons le lieu des pieds des per- 
pendiculaires abaissées d'un point fixe A sur tous les plans 
passant par l'origine. Soit 

0MX=:O 

l'équation d'un de ces plans; le vecteur abaissé de a sur ce 
plan sera (art. 660) —M"* 0m a, et le lieu de son pied sera 

(3) X=:A-M-*0MA=:M-*Î!)ma(*). 

On tire de l'équation (3), par l'élévation au carré, 

(X — a)* = m-«(0ma)^ 
puis de la même équation, en opérant par 0a X , 

0AX — A* = — m'(0MA)% 

d'où, par addition, 

X*— 0AX = O, ou '^(x — ^ = Z^, 

ce qui représente une sphère [éq. (2)]. 



(^) Remarquons cet exemple d'une équation d'une surface exprimée au moyen 
des quaternions. Cette équation est vectorielle, et, par suite, équivalente à trois 
équations réelles. Hais elle renferme un vecteur indéterminé m, ou plutôt son 
verseur, le module disparaissant de cette expression, de manière que la présence 
de M équivaut seulement à deux indéterminées réelles. Les trois équations équiva- 
lent donc à une seule équation entre les coordonnées du point x . 
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672. Trouver rintersection de deux sphères 

^(X — A) = %B, ®(X — A') = %b'. 

En élevant au carré et soustrayant, il vient 

20(a' — a)x = a'» — A* — (B'» — b'), 

équation d'un plan perpendiculaire à la ligne des centres a' — A. 
Ce plan est celui de T intersection des deux sphères, quand 
elles se coupent, et,^ans tous les cas, c'est le plan radical des 
deux sphères. 

673. En différentiant l'équation ^\ = %k, ona (art. 602) 

0xdx = O, 

ce qui montre que la corde infiniment petite dx a pour limite 
une perpendiculaire à l'extrémité du rayon. 
Le lieu des positions-limites d'une sécante est donc un plan 

0(2— x)x = 0, 
ou, à cause de x*= a', 

(4) 0SX=A'. 

674. Ueu des projections d'un point de la sphère sur tous les 
plans tangents. 

Supposons que ce point soit le point a . La perpendiculaire 
S — A devra être parallèle au rayon x du point de contact, d'où 

(5) S = AH-rx. 

Il reste maintenant à éliminer x et f entre les équations (4), (5) 
et l'équation de la sphère x'= a*. 

En opérant par 0E X sur l'équation (5), il vient, en vertu 
de (4) 

S* = 0aS + ^0Sx = 0aS -*- f aS 
d'où 

^^5-A^ A'(S---A) 

t S«-0AS' 
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En prenant les modules des deux membres, il vient, à cause 
de x" = A*, 

(S« — flÎAS)'=A'(a-A)% 

ce qui est l'équation cherchée. On peut la mettre sous la forme 

[0.Sjlt(2-A)]« = -A». 

On tire de cette équation, en exprimant les vecteurs 
en coordonnées ordinaires, et posant 2:=$,!, + Ç,i, + $,i, , 
A = ai,, 

L K(ç.-a)'4-ç; + çî J 



si« 



[gj (Si -«) + ?; + ; ;] 



ou, en posant Ç» — a = rcosp , k'çî + 5î ^= rsinp , 

r = fl(l — cosp), • 

équation d'une cardioïde,qui engendre, par sa révolution autour 
de son axe de symétrie, le lieu cherché. 

675. Ideu des centres des sphères tangentes à deux droites non 
situées dans le même plan. 

En prenant pour origine le milieu de la perpendiculaire 
commune aux deux droites, leurs équations seront 

Y = Af+B, Y = A't''— B, 

avec les conditions 

0AB = O, Ôa'B=:0. 

L'équation d'une sphère de rayon r , ayant son centre en y, est 

'3t(x— Y) = r, 
ou, en remplaçant y par At + b, et ayant égard à la condition 

0AB = O, 

(X— b)=— 2^fliAx-f-An• = — r-. 
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Pour que la sphère soit tangente à la première droite, il faut 
que cette équation ait deux racines égales en f , ce qui donne 

(0Al)« = A*[(X-B)« + r«]. 

On trouvera de même, relativement à la seconde droite, 

(0A'x)«=A'«[(X + B)*4-r*). 

Éliminant r* entre ces deux équations, il vient 

a'-«(0A'x)« — A-*(0AX)» = (x + B)* — (X — b)* = 40BX. 

Si Ton prend des axes de coordonnées parallèles respective- 
ment aux vecteurs a, à', b, on obtient une équation de la 
forme 

(Xi + mx^y — (a?, + mXiY = pa?3 ; 

le lieu cherché est donc un paraboloïde hyperbolique. 

676. Équation d'un cône de révolution^ dont le sommet est à 
V origine. 

Soient x le vecteur d'un point du cône, A un vecteur unitaire 
pris sur Taxe, A Ma projection dQ x sur cet axe, a le demi-angle 
au sommet. On aura 

La biradiale -- a pour argument a et pour module cosa. Ou a 
donc 

0Kt ^Kt.\ ^_ 
■7 = S^ —5- = S [cos a (cosa -h /sin «)] = ces* « , 

d'où ^.0Ax = x'cos'a, et, à cause de î'=— xVos'a, 

(0AX)» = -.X»COS«a, 

équation du cône. 

677. Si l'on transporte l'origine au point dont le vecteur est 
At, l'équation devient 

[(0A(X — aO]'=:~(x + aO*COS*«. 
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Coupons le cône par le plan 5ax = , perpendiculaire à l'axe. 
Pour que le rayon de la section ainsi formée soit constant, il 
faut que 'Sx = r soit indépendant de t , et par suite que l'on 
ait 

■^ -T = COS' a 

r* 4- «* 

pour toute valeur de ^ , et même pour t infini, ce qui exige 
que l'on ait cos'a = 1 . Alors le cône deviendra un cylindre de 
révolution, dont l'équation sera ce que devient à la limite 
l'équation 

(6ax)«— 2^0Ax.sin'«-*-e*sin*«-f-x*=:O, 

d'où, en remarquant que r* est la limite constante de f'fang*a 

pour ^ = 00 et a = 0, et que fsin*a est infiniment petit, on 

tire 

(0Ax)* + x' + r« = O, 

équation du cylindre de révolution. 

C'est ce que l'on peut vérifier, en égalant à r la distance 
constante '5t(t|)Ax) du point x à l'axe (art. 652). 

678. Équation d'une surface de révolution. 

Soit Kt l'axe de révolution passant pas l'origine. La biradialc 

- = 0- + tI>- a pour partie réelle le rapport de la composante 

A A A 

de X parallèle à a à la longueur constante de a , et le module 
de son vecteur ^uD -j est le rapport de la distance de x à l'axe 

à cette même longueur de a. L'équation de la surface de révo- 
lution sera une relation quelconque entre ces deux quantités, 

OU, si l'on veut, 

F[5ax, 'a(tl>Ax)] = 0, 

l'équation de la courbe méridienne dans son plan étant, en 
supposant %k = i , 
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Si Ton suppose, par exemple, que 

soit réquation de la courbe méridienne, celle de Tellipsoïde de 
révolution sera 

(0AX)' (^tl>AX)' _, 

ou, en faisant ao -= a, , a6 •-= a, , 



(«.')'- («"rj^*- 



679. Équation d'un cône du second ordre. 
Les équations 

0^ = 1, 0J? = 1 

A X 

représentant (art. 657 et 670) la première un plan perpendi- 
culaire au vecteur a , la seconde une sphère de diamètre d , 
leur ensemble représentera le cercle qui est l'intersection de 
ces surfaces. Si Ton multiplie chaque vecteur x de ce cercle 
par une indéterminée r , on aura alors 

A X r 

et le lieu des extrémités de tous les vecteurs sera un cône 
ayant pour sommet l'origine et s'appuyant sur le cercle en 
question. Son équation , qui s'obtiendra en éliminant r, sera 

(1) 0î.0^==l. 

^ A X 

Pour que ce cône soit réel, il faut que le plan coupe la sphère, 
et que par suite on ait %k < \ ^b (1 + cos aOb) . 

On peut encore supposer que a et b sont des vecteurs uni- 
taires. En remplaçant alors a par aA, b par 6b, l'équation 
devient 

(2) 0î.6-^ = ? = y, 

^ A X € ' ' 

et la cbndition de réalité devient y < i (1 + cosaOb) . 



DES QUANTITÉS COMPLEXES. 539 

680. L'équation (2) peut se mettre sous la forme 

0AX.0XB = 7A'x* = — 7X% 

et son premier membre ne change pas lorsqu'on échange entre 
elles les quantités a et b. Donc l'équation du même cône peut 
encore se mettre sous la forme 

0~.0^ = 7, 

B X ' 

et par suite, outre la section circulaire représentée par les 
équations 

0î = y, 05 = 1, 

A ' X 

il contiendra encore une autre section circulaire, représentée 
par les équations 

X D ' 

On obtient ainsi les directions des deux systèmes de sections 
circulaires, dont les unes ont leurs plans perpendiculaires à A , 
les autres à b . 



§ u. 

# m 

Equation générale des surfaces du second ordre. Etude des surfaces 

à centre, 

681. L'équation réelle générale qui donne le vecteur x d'une 
surface du second ordre doit évidemment contenir : 1® un terme 
indépendant de x; 2® des termes du premier degré en x, réducr 
tibles à la forme SA\B; 3^ des termes du second degré en x , 
de la forme SAxBxC, A^B^ C ^ ... désignant des quaternions 
constants. 

Le terme SiAxB peut s'écrire sous la forme 
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OU SOUS la forme 

dont chaque terme peut se ramener à la forme jSax , a étant 
un vecteur connu. 
De même^ on a 

0(4xBxC) = 0(C4xBx)=0(A'xBx)=0[(a;+fl;)x(6o-*-6O^] 
=a;ftoX'+6(a;xft;x) = a;ftoXo+0a;x.06<x-t-0(lI>a;x.ai>^x) 

= a;6ox' + 0fl;x.0^x— 0(fl;x.tl>x6.) 

■=a'X\*'\'5a:x.SbiX—&{a'iX^bi)-htiaix.Bbi\ 

= (fl;^— 0fl;ft.)3t'4-20fl;x.0M. 

Donc ce terme se décompose en termes de la forme 

0AX.0BX, (0AX)% 

dont le dernier est un cas particulier du précédent. 

Par conséquent, en introduisant, pour plus de commodité, 
des coefficients numériques 2, on peut écrire l'équation réelle 
générale du second degré sous la forme 

(1) 220AX.0BX4-aX« +20CX = /S, 

a , ^ étant des constantes réelles, a , b , c des vecteurs constants. 

682. Transportons l'origine en r , et changeons x en x + r . 
Il viendra 

2^|0ax.0bx + 0ar.0bx + 0ax.0br + 0ar.0br| 

-h«X* + 2a.0RX-haR'4-20CX + 20CR = P, 

d'où les termes du premier degré en x disparaîtront, si Ton 
pose 

(2) ^(A.0BR4-B.0AR)-t-aR + C = O, 

comme on le voit erv opérant sur cette équation par 0xX- 
On obtient ainsi une équation du premier degré par rapport au 
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vecteur r , telle que nous en avons résolu dans le Chapitre VII. 
La valeur de r donnera la position du centre (*). 
Si Ton pose maintenant, en substituant pour r sa valeur, 

7 = 13 — 22fl»AR.0BR — 2J5cR — «R*, 

l'équation (1) deviendra 

(3) 220AX.0BX -h ax' = y , 

équation générale des surfaces à centre du second degré. 

Si Y = , l'équation représentera un cône. Nous en avons 
vu un cas particulier dans l'art. 679. 

Si Y est différent de zéro, la surface sera un ellipsoïde ou 
l'un des deux hyperboloïdes. Nous considérerons seulement le 
cas de l'ellipsoïde. 

En divisant par y, ce qui altère seulement les modules des 
constantes, l'équation prendra la forme 

(4) 220AX.0BX + ^X»=:1. 

683. En différentiant, il vient 

2 (0Adx.0BX -f 0AX.0Bdx) -f- J0 xdx = 0, 
ou 

(5) 0Sdx[2(A.0BX+B.0AX)+ffx]î = O, 

et par suite l'équation du plan tangent est, en exprimant que 
le vecteur S — x est parallèle à dx , 

0S(2 — X) [2(a.0BX 4- B.0AX) + flf x] S = 0, 

ou, en ayant égard à l'équation (4), 

(6) 0U[2(A.0BX + B.0AX)+flfx]j= 1. 



(*) Nous laisserons de côté les cas où la surface n'est pas douée d'un centre 
unique. 
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Si donc on pose 

N =^(A.0BX-HB.0AX)-f- JX, 

réquation du plan tangent sera 

0Na = l, 

celle de la surface elle-même pouvant s'écrire sous la forme 

j5nx = 1. 

D'après Téquation (5), le vecteur n étant perpendiculaire à dx 
et par suite au plan tangent, le vecteur n~* , perpendiculaire 
également à ce plan, et satisfaisant à son équation (6), est 
évidemment le vecteur perpendiculaire abaissé de Forigine sur 
ce plan. 

684. Si nous faisons usage de la notation déjà employée 
dans le Chapitre VII pour représenter une fonction linéaire et 
vectorielle, la valeur de n pourra se mettre sous la forme 

Alors l'équation de la surface et celle du plan tangent s'écriront 
d'une manière abrégée 

(1) 6xnx = i, 

(2) 0snx = i, 

En différentiant l'équation (1), et remarquant que d[Jx = 
Ddx, il vient 

0dxnx-f-0xnrfx = c. 

En remarquant maintenant que, dans le cas actuel, la fonc- 
tion n est conjuguée à elle-même (art. 590) (*), on voit que 
les deux termes de l'équation précédente sont identiquement 
égaux; donc l'équation se réduit à 

(3) 0dxDx = O, 

(*) Oa Yérifle, en effet, facilement que Ton a, quels que soient £ et x , 

02Dx = 0xns. 



DES QUANTITÉS COMPLEXES. 843 

et Ton est conduit, comme dans l'article précédent, mais par 
un calcul plus simple, à Féquation du plan tangent 

0(s— x)nx = o, 

laquelle, en vertu de (1), se réduit à (2). 

Si le plan tangent passe au point p, on aura, pour S = p, 

0pnX=:l, 

ou, la fonction n étant conjuguée à elle-même, 

(4) 0xnp = i, 

équation du plan de contact des plans tangents menés par p, 
ou du plan polaire du point p . 

685. L'équation 
(5) gxDx — 1 + >(6xDp-1)* = 

représente une surface du second degré passant par l'intersec- 
tion de la surface (1) avec le plan (4). On en tire, en effet, 

20nx(ix-4-2x(0xnp-i)0npdx = o, 

« 

équation qui, pour les points appartenant au plan (A), se 
réduit à l'équation (3), d'où Ton conclut que la surface (5) est 
taiigmte à la surface (i) le long de la courbe d'intersection 
avec le plan (4). 

En écrivant que la surface (5) passe par le point p , on a , 
pour déterminer X , l'équation 

« 

ÔpDp — I + U^pDp — 1)* = 0, 
et J' équation (5) devient alors 

(6) (0xnx— i)(0pnp — 1)— (ôxdp— i)* = o. 

On peut voir aisément que cette surface est un cône. Trans- 
portons, en effet, l'origine en p, en changeant x en x + p. On 
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a alors, à cause de la propriété distributive dfe la fonction D ^ 

(0xnx4-2)5xnp+)8îpnp— i)(0pdp— 1) 

— (0xnp+S»pDp— i)* = o, 

ou 

ÔxDx.CÔpDp— i)-(fl»xnp)* = o, 

équation homogène en ^Ti*y et par conséquent représentant 
un cône. On voit d'ailleurs qu'elle est de la forme (3) (art. 682) 
pour Y = . Donc l'équation (6) est celle du cône circonscrit 
à la surface (i) et ayant pour sommet le point p. 

Si l'on remplace, dans (6), ? par ap, puis que l'on fasse 
a infini, on exprimera que le sommet du cône s'en va à l'infini 
sur une droite parallèle à p. En divisant l'équation par a, il 
ne restera plus que les termes du degré le plus élevé en p. On 
aura ainsi, pour l'équation du cylindre circonscrit à la sur- 
face (1) et parallèle au vecteur p, 

(0xnx— i).0pnp— (3xnp)'=o. 

686. lÀeu des milietix d*un système de cordes parallèles. 

Soient des cordes parallèles au vecteur l , et S le vecteur du 
milieu d'une de ces cordes. Les vecteurs des points de rencontre 
de la corde avec la surface seront S + Lfet2 — L^.En substi- 
tuant ces vecteurs dans l'équation de la surface» on a 

0.(2±LOn(3±LO = l, 

d'où l'on tire, en vertu des propriétés de la fonction D 

02ns-H^*0LaL = i, 

avec la condition 

(7) 02nL = O, 

qui est l'équation du lieu cherché. On voit que ce lieu est un 
plan perpendiculaire au vecteur n l , et par suite parallèle au 
plan tangent au point de rencontre du vecteur l avec la surface 
[art. 684, (2)]. 
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L'équation (7) pouvant s'écrire sous la forme 

0Lns = o, 

on voit que le plan diamétral ctes cordes parallèles à E est 
parallèle au plan tangent à l'extrémité de S. Les deux vecteurs 
L et S sont donc tels que chacun d'eux appartient au plan 
diamétral des cordes parallèles à l'autre. 
Soient donc l et h deux vecteurs liés par la relation 

(8) 0LnM = 0MnL = o, 

et soit N l'intersection des plans diamétraux conjugués de ces 
vecteurs, 

0HnL = O,^ 02nM=:O/ 

d'où N = ni (n L . D m) . Le plan diamétral conjugué de n devra 
contenir à la fois les vecteurs l et M . On devra donc joindre 
aux relations. (8) les suivantes 

687. Le vecteur x pouvant être décomposé suivant trois 
directions quelconques non coplanaires, on pourra poser 

x = LiTi-f- Ma?,-hNa?,, 

L,M,N étant trois vecteurs conjugués^ satisfaisant aux rela- 
tiens (8). Si l'on pose, de plus, 

les extrémités de ces vecteurs seront sur la surface. Substi- 
tuant la valeur précédente de x dans l'équation 0xnx = 4 
de la surface, et ayant égard aux équations précédentes, ainsi 
qu'aux propriétés de la fonction Q > il vient 

1 = 0x D X = [(La?j -f- MO?, + NOJj) D {ix^ + Ma?, + Na?,)] 
= a?î-Ha?î-i-a?î. 

Or x^ est le rapport de la composante de x parallèle à L à la 

35 



646 THÉORIE ÉLÉMENTAIRE 

longueur même de l, et de même pour les autres. Si donc on 
désigne par / , m , n les longueurs des trois vecteurs conjugués, 
réquation de rellipsoïde, rapportée à ces trois vecteurs pris 
pour axes, sera 

^ _. ^«' , 5i 4 

n "*" ^ "^ mI — 

. 688. Considérons la fonction méairë conjuguée à elle-même 

□ X = 6e|A|0A|X + «,A,0A3|X + ajAjSAjX, 

tti , a, y Ot étant des coefficients réels, et a^ , A, , a, trois vecteurs 
unitaires rectangulaires entre eux. Nous aurons 

D*X = — «ÎAi0AiX — a|Aj|0A,X— ajA,0A,X. 

On conclut de là que, si Ton a une fonction linéaire conjuguée 
à elle-même, 

QX = a^A^Sk X -f- a,As0A,X + a,A,0A,X, 

OÙ les coefficients ai,a,,a, soient positifs, et les vecteurs 
A| , A,, A, orthogonaux entre eux, la fonction linéaire conjuguée 
à elle-même 

AX= >/«4A40AjX4- |/irjA,0A,X+ k«iA30AjX 

sera telle que l'on aura A*x = — Dx , de sorte que les signes 
d'opération A et D seront liés par la relation 

A' = -n, ou à = i^^^. 

Ainsi, l'équation d'un ellipsoïde rapporté à ses axes princi- 
paux (*) 

al aî a] 
peut se mettre sous la forme 

a? ai al 

(^) Voir les articles 587, 590, 59S. 



I 
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OU 

„ 0LX 0IjX 0I,X 

Si l'on fait 

0I4X 0I,X 0F,X 

réquation de la surface pourra s'écrire 

0xA*x=: — 1, ou 0AxAx = — 1, 

ou enfin •• 

^Ax = l. 

Comparant cette équation à celle de la sphère 

^x = l, 

on voit que la sphère se change en ellipsoïde ou vice versa, 
lorsqu'on fait subir aux vecteurs la transformation linéaire A 
ou son inverse. 

Ainsi, l'équation d'un ellipsoïde peut être mise sous la forme 
de l'équation d'une sphère, dans laquelle le vecteur x est 
remplacé par le vecteur transformé Ax, 

Les conditions (8), qui expriment que trois vecteurs l, m, N sont 
conjugués, peuvent s'écrire, à cause de 0mA'n=:0AiiAn, 
sous la forme 

0AmAn = O, 0AnAl = O, 0AlAm = O. 

Les trois vecteurs Al? Âm,.An, dans lesquels se transfor- 
ment trois vecteurs conjugués, lorsque l'ellipsoïde se change 
en une sphère par la transformation A» forment donc un 
système de trois rayons de la sphère perpendiculaires entre 

eux. 

* 

689. La fonction Q étant définie par l'équation 

^ I,0I„X 

nx = 2-.~Hr"' (n = l,2,3) 
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le vecteur x =^ix pouvant se mettre sous la forme 
on en conclut 

d'où 

et par suite 

De même, pour la fonction Ai 

A-*x = — ^a^u.0i»x.' 
Donc 

x=D-*Dx = 2flîïn.0uDx = A-*Ax=— S^-în-fl^'-Ax. 

Si K, , K, , K, sont trois vecteurs unitaires rectangulaires quel- 
conques, on a €6 I 

d'oui à cause de 
on tire 

(1) 2K..nK«=2Tï- 

On a encore 
0(nxiDK,DK3) = 6L2-" aî ••-^* aî --^^ aï J 

0!,K4 0I,K, gî>K,[_ i g g I 

a; al aî \ alalal 



a{aja! afa^aj 



690. Lt>tt des pâles des plans équidistants du centre de Pellipsoide. 
Soit E le vecteur d'un point du lieu. L'équation de son plan 
oolaire sera _ 

0xn2=i, 
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et la distance de Torigine à ce plan aura pour expression 
(art. 660), 



Donc réquation cherchée sera, par une transformation ana- 
logue à celle du numéro précédent, 

^02 = c, ou 00202 =^02n'S = -c% 

ce qui représente un ellipsoïde concentrique au premier/ e 
dont réquation en coordonnées cartésiennes sera 

xî xi aï 

4 4- -^ -+- -4 = cv 

at ai ai 

691 . lÂeu des points d'intersection d^un système rectangiUaire 
de trois tangentes à Pellipsoide. 

E étant le vecteur d'un point du lieu, Tune des tangentes 
pourra se mettre sous la forme E + fu, u étant un vecteur 
unitaire. Les deux points d'intersection de ce vecteur avec 
Tellipsoïde seront donnés par réquation 

l = 0.(S-}-tu)a(2+ru) = «*0uOu-4-2^02Du4-02nS, 

et la condition pour que ces deux points d'intersection se 
confondent, ou pour que cette équation donne pour t deux 
valeurs égales, est que Ton ait 

(0snD)*=0DDD.(0aDa— 1). 

En désignant par u, , u, , v, les vecteurs unitaires u relatifs aux 
trois tangentes, et additionnant les trois équations ainsi obte- 
nues, on aura 

2»(Hnn.)« = 0(SD2-l).2.ÔH.nu., (n=:l,2,3), 

ou [art. 689, (1)], à cause de 0snu«=0c,na et de ^vl 
=-1, 

--(aS)*=(02DS-l).2i, 
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OU enfin, à canse de (ns)' = 0nsn3 = 0Hn*S, 

équation d'un ellipsoïde concentrique au proposé. 

692. Supposons que d'un point donné x d'un ellipsoïde on 
mène trois vecteurs rectangulaires, rencontrant de nouveau 
l'ellipsoïde aux points x + ^Uj, x + r.u,, x + f,u,. On aura à 
la fois 

0xnx = o, 0(x+fu)n(x + ^u) =0, 

d'où 

_ 20uDx 

" 0unu» ' 

Les vecteurs des seconds points de rencontre sont donc 

i-r.c. = x-2u.|^. («=1.2,3). 

L'équation du plan passant par ces trois points est (art. 661) 

O = 0(2-x-f,u,)(f,u,-^,uJ(f,u,-^u,) 

OU, u, , u, , u, étant des vecteurs unitaires rectangulaires, 
ou 

Essayons maintenant de satisfaire à cette équation par une 
valeur de la forme 

2 — x = «.2iUn.0u„nx, (n = l,2, 3). 
On aura 

éx /m n ï^i Ui n u, ^ 
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et de même pour les autres, d'où Ton tire 

1 

oc =t — -; — 9 

Su»Du« 
et par suite l'équation est satisfaite par le vecteur 

^~ s(0u„nu,) 

Or, si Ton remplace, dans la seconde formule (16) de l'art. 573, 
L, M , N par Uj , u, ,u, , on a, à cause de u,u, = — u, , etc., 

w, = — iu«nu«, 

•quantité réelle indépendante de Ui,u, ,u, . Ensuite gUiDx, 
5 u, n X , u, D X étant les composantes du vecteur D x suivant 
les directions rectangulaires de u^ , u^ , u, , on aura 

iu»0u«nx = — Dx. 

Donc le plan en question passe constamment par le point 
fixe 

2 = XH Qx . 

On tire ensuite de cette équation 



»2, /_ mA *i. 



Substituant cette valeur dans l'équation 0xnx = l » il vient, 
pour l'équation du lieu du point 3 , 

Ce lieu est un ellipsoïde concentrique au proposé. 

693. Trouver r équation d?un ellipsoïde dont on donne un système 
de trois demi-diamètres conjugués A , b , G • 



852 THÉORIE ÉLÉMENTAIRE 

Si Ton représente par 0xnx = 1 Téquation cherchée, on 
devra avoir 

0AnA = i, 0BnB = i, 0cnc = i, 

0BDC = O, 0CDA = O, 0AnB = O. 

Les deux dernières équations, qui peuvent s'écrire 

0cnA = o, 0BnA = o, 

montrent que le vecteur D a est perpendiculaire à b et à c , 
d*où Ton tire, 6 étant un facteur réel, 

D A II t!>BC, OA = n~*tI>BC, 6 = e0An A = 0ABC, 

et de même pour les autres combinaisons. Or on a identique- 
ment [art. 549, (45)] 

■ 

X.0ABC = A.0BGX + B.0GAX + C.0ABX, 

d'où, en mettant par a , b , c leurs valeurs, et opérant par D > 

(0ABC)* a X = ÎI>b;c.0BCX 4- tI^GA.0 CAX 4- tl)AB.0ABX, 

et enfin, en opérant par 0xX 9 

(0ABC)» = (0BCX)'4- (0CAX)*4- (0ABX)», 

équation de Tellipsoïde. 

Cette équation peut s'interpréter ainsi : « Si l'on forme quatre 
tétraèdres en groupant trois à trois trois vecteurs conjugués 
d'un ellipsoïde et le vecteur d'un quatrième point quelconque 
de la surface, la somme des carrés des volumes de trois de 
ces tétraèdres est égale au carré du volume du quatrième. » 

694. Des articles 592 et 689 il résulte que, si <)fi , 9, , 9, sont 
les racines de l'équation 

f(D) = n'-w,n*+f»4n— m = o, 

ces racines ^ont les carrés des trois demi-axes principaux de la 
surface représentée par l'équation 

(4} 0xn-*x = i. 
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Si Ton remplace D par Q + * » on a une seconde surface 
pour laquelle les différences des carrés des demi-axes sont les 
mêmes que pour la premièrCi et par suite Féquation 

(2) 0[x.(n4-A)-*x] = l 

représente toutes les surfaces confocales avec la surface (1). 

Il est facile de voir que deux surfaces confocales se coupent 
orthogonalement. En effet, si Ton considère deux surfaces de 
la série (2), correspondantes aux valeurs h et A^ du paramètre, 
leurs normales correspondantes au vecteur commun x seront 

(n + ft)-*x, (n + fti)-*x. 

Or on a . 

« [(D + *)-* x.(n -H fti)-*x] = [x.(n + h)' ' (D + Ai)-*x] , 

ou, à cause de l'identité —r =^ r (t — ) » . 

' ab a-^-b \b a] 

quantité nulle, si Ton n'a pas A = Aj , c'est-à-dire si les deux 
surfaces ne sont pas identiques. 
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CHAPITRE XIII. 

OéOMBTRIB DBS LIGNES BT DBS SURFACES COURBES. 



§1*'. 

Des lignes courbes. 

695. Une équation entre un vecteur variable x , des vecteurs 
constants et une variable réelle ^ , de la forme 

représente une ligne. 
L'équation d'une droite quelconque passant par le point x est 

1II.A(S — x) = 0, 

et la distance du point de la courbe x + dx^ infiniment voisin 
de X , à cette droite sera (art. 652) » en grandeur et en direction, 

D = — A-^.H^Arfx. 

Cette distance sera généralement infiniment petite du premier 
ordre, tant que a fera un angle fini avec dx . 

Si nous développons dx suivant les puissances de dt^ nous 
aurons 

dx = x'dt4- 2^^*-^ •'•• 
La quantité I^Kdx sera donc égale à 

dt.Dkx' + ^Dkx'^ .... 
Elle sera infiniment petite du second ordic, si Ton pose 

Dkx'=0, ou A||X'. 
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La droite correspondante à cette valeur de a est dite la tangente 
à la courbe. Elle a pour équation 

(1) ' tD(S — X)X'=:0, 

OU, aux infiniment petits près d'ordre négligeable, 

(2) jP(a — X)(IX=:0. 

696. Pour avoir la distance du point x + dx de la courbe à 
la tangente, on substituera cette valeur de a dans Fexpression 
de D ; qui deviendra 

(3) D = — idï'.x'-^lUx'x', 

ou, ce qui revient au même, 

Le module de dx est Télément d'arc de de h courbe, 

(5) %dx = ds. 
Ld^ longueur de la distance d sera donc 

(6) ®D = id«*'aiI>(lllx'.xO = i'attl>(llldx.d*x). 

697. L'équation du plan normal, perpendiculaire au vecteur 
x'dt ou dx, sera 

(7) 0(2-x)x'=O, ou 0(2— x)dx = 0. 

On pourrait obtenir cette équation, en cherchant le lieu des 
points équidistants de x et de x + t{x , ce qui donnerait 

'S (2 — X - dx) = '3^(2— X), ou d.® (2— X) = 0, 

ou enfin l'équation (7). 
L'équation d'un plan tangent sera 

(8) 6(2-x)Adx = 0, 

m 

A étant un vecteur quelconque. 
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L'équatjon d'une normale quelconque sera 

(9) H— x||lI>Adx, ou J^[{2—7i).T^Adx] = 0, 
ou encore [art. 547, (9)] 

dx.0(a-x)A-A.0(E-x)dx = O. 

698. Soient deux positions successives 

1I>A(X — B)=0. ÎI>a'(X-b')=0 

d'une droite mobile, par suite de la variation d'un paramètre 
réel t y dont les coefficients a , b sont des fonctions. Le vecteur 
qui correspond à la plus courte distance de ces deux positions 
a pour expression 

D = - (HI>AA')-*0[Î|>AA'.(b'— B)], 

OU, si Ton pose A' = A + dA , B' = B + dB, 

D=: — (ll>A(lA)-*0A(JAdB. 

En faisant maintenant 

dA = A'dr + JA'dt'-f- .•., dB = B'dt4-fB'd(*-h ..., 

on voit d'abord que 

est infiniment petit du premier ordre, à moins que l'on n'ait 

0aa'b'=O, 

Vkk' étant différent de zéro (^). Dans ce cas, en poussant plus 
loin les développements, on a, aux quantités près du quatrième 
ordre, 

0AdAdB = id^"0A[A'B' + AV-hi(2A'B*-*-3AV4-2AV)dfl. 



{*) Le cas de Ifkk' = serait celui où a serait parallèle à à 4- ^ a , et où la droite 
se rnouvrait pamllèlement à eUe-mftme. 
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D'ailleurs, en différentiant la condition dÂA'B' = 0, il vient 

O = 0(aVb'4-aaV+aa'b') = 0a(a'b'.haV), 

d'où il s'ensuit que la partie du troisième ordre de fikdAdB 
s'évanouit. La plus courte distance des deux positions consé- 
cutives de la droite est donc alors infiniment petite d'ordre 
supérieur au second. 
En différentiant une fois de plus, il vient 

O = 0[a(a'b* + 2a'b' + aV) + a'aV], 

ce qui réduit l'expression de fSikdkdB à 

— Adl«S(AA'B'4-2A'A'B') =TVtf^'0A'(AB'-f-2A'B'). 

Donc nous aurons 

= —^ (tI>AA')-*0A'(A'B'+2A'B') 
= — A^(ArfA)-*0(PA(A(PB + 2dA(lB). 

699. Si la droite mobile est la tangente (1) à une courbe 
quelconque, on aura a = x' , b = x . Alors 

6aaV=0xVx'=O. 

Donc la plus courte distance des deux tangentes consécutives 
d'une courbe quelconque est infiniment petite du troisième 
ordre en général. 
La valeur de d se réduit, dans ce cas, à 

Ht* 

D = - ,V(tI>x'x')-*JÎ*^xV4-2x'x'), 

m 

c'est-à-dire à 

..„ dï«0x'x'x"'_ , gdx(Pxd»x 

^*°^ "-12INV"-" tiJ.dxd'x : 

700. Plan osculatettr. Un plan quelconque, passant par le 
point X , peut être représenté par l'équation 

0(2-X)AB = O, 
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A et B étant deux vecteurs constants, tracés dans ce plan. La 
distance du point x + dx à ce plan sera 

D=— (lDAB)-*0ABdx. 

Or, en développant la valeur de dx, on a 

0AB(Ix = 0AB^x'(î^4-~d/*-4-Çdt»+...y 

Pour que la distancç d soit infiniment petite d'ordre supé- 
rieur au premier, il faut que Ton ait 

Ôabx' = 0, 

équation satisfaite par b = x'9 ce qui ramène à Téquation (8) 
(art. 697) d'un plan tangent quelconque. 

Pour que la distance soit infiniment petite d'ordre supérieur 
au second, il faut que Ton ait, en outre, la condition 

0abx' = O. 

De ces deux conditions on conclut que le vecteur tl^An doit 
être perpendiculaire aux deux vecteurs x',x% et par suite à 
leur plan. Donc 

tUABllîDxV, 



et par suite Véquation du plan devient 

(11) 0(S— x)xV = 0. 

Telle est Téquation du plan osculateur. 

On aurait pu l'obtenir en cherchant la limite du plan passant 
par le point x et par deux points infiniment voisins x + dx, 
x + dx + d(x + dx), ce qui aurait donné immédiatement 
l'équation 

(12) fl{S— x)dxd«x = 0. 

701. La distance du point x + dx au plan osculateur en x 
sera 

,^,.0x'xV , SdxéPxd'x 

" = ■-**' l^Iv^-^-ldid^- 
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Elle est double de la distance des deux tangentes en x et en 
X -h dx , et de signe contraire. 

L'équation d'un vecteur perpendiculaire au plan osculateur 
est 

(13) S — aIIUIxV, ou ÎI>[(2— a).1IIx'xT = 0. 

702. La normale principale est l'intersection du plan normal 
et du plan osculateur; elle est donc représentée par l'ensemble 
des deux équations 

0(S— x)x'=:0, 0(2— x)xV = 0, 

d'où Ton tire 

2-x||.aD(x'.ÎI>x'x'), 

ou, à cause de (x' . 1B>x'x') = , 

(14) 2-x||x'.tI>x'x', ou tl>[(2— x)x'll>x'x'] =0, 

que l'on pourrait écrire sous l'une des formes 

x'.0[(2 — x)xV]— lI>xV.0[(2-x)x'] = O, 
x'«1J>[(2~x)x'] — 0xVlI>[(2-x)x']=O. 

703. L'intersection de deux plans normaux infiniment voi- 
sins, où Taxe de courbure est représenté par l'ensemble des 
équations 

(15) 0(2— x)x' = 0, 0(2— x)x' = x'*. 

La combinaison de la première de ces équations avec celle 
du plan osculateur (il) donne l'équation (14), ou 

2 — x = elII(x'.lI>xV). 
Substituant cette valeur dans la seconde équation (15), il vient 



= 



x'« x» 



0[tI>(x'.lI>xV).x' {T^x'xy 
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d'où Ton tire, pour le vecteur du centre de courbure, 

On a ainsi Féquation du lieu des centres de courbure. 

En remplaçant, dans la formule (13), a par la valeur de S 
tirée de (16), on aura, pour Téquation de Taxe de courbure, 

x'*©x'x' ^ 

tl> [(2 - x) . m x'xl + x" = . 

Le rayon de courbure se tire de la formule (16), en opérant 
par '9 , ce qui donne 

(18) ù='^(Z—X) = ys-^J^ 

On tire de là, pour Texpression de Tangle de contingence, 

704. Si Ton prend pour variable indépendante Tare s , alors 
«^=1,d'où 



»=*'■(« 57)'= «-^ 



Donc alors d^x est perpendiculaire à dx , et Ton a 

0dxd*x = 0, l^dxd^JL = dxd'x. 

Les formules précédentes • sa simplifient, et Ton a, pour le 
vecteur de courbure, 

3 — X= y , 

x' 

(1) Ed effet 

1I>(j.bWb-«.0AB — A + 808-*A 
te réduit ici à — *, i cause de 0Aa = 0. 
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pour le rayon de courbure, 

1 



'-¥^' 



et pour réquation de Taxe de courbure, 

ll>[(2— x)x'x'] — x' = 0. 

Des simplifications analogues se produiront toutes les fois 
que la variable t sera proportionnelle à s . 

705. On peut encore obtenir autrement ces formules. Soient 
p, Q deux vecteurs quelconques. On a 

p p 

d'où, en prenant les modules de part et d'autre, et remarquant 
que, si 6 est Tangle de la biradiale POQ , on a ^T^ - = sin . 'ï - • 



s\nB.%-='^V 



Q — p 



p p 



Si p et Q = p + rfp sont deux vecteurs infiniment peu diffé- 
rents, on aura alors 

®- = i, sin6 = rfe, 
p 

et par suite 

(20) d(i = q,T^—. 

p 

Supposons maintenant que p soit un segment infiniment 
petit x'dt pris sur la tangente au point x; d^ sera Tangle de 
contingence dx^ formé par les tangentes en x et en x+djiy et 
Ton aura 

x' dx* 

C'est la formule (19), d'où Ton tire ensuite la formule (18)- 

706. De même, l^x'x' étant un vecteur perpendiculaire au 

36 
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plan osculateur (art. 701), on trouvera, pour Tangle de deux 
plans osculatèurs consécutifs ou angle de torsion, 

(21) i.=^x^^.^^=dt^1!^t^=^x^^''''''^ 



UJx'x' ÎJi'x' VdxéPx 

ou encore [art. 549, (13)'], à cause de J){1DiiWJ!^x\'^) 
— — x\ 0x'x'x'^, et de^dx = d8, 

/oox ^ j 0x'x'x*' ^ 0dx(Pxd'x 
(22) du = ds ^ . , = ds -rz — - • 

Si Ton prend ds pour variable indépendante, on a D^'x' 

(I0X'X' rf 

= x'x', ce qui donne, à cause de -— ^ — = x'* + Sx'x''= 0, 
d'où(l(xV) = (l«.1I^x'x^ 

Kx^d.x'Ti' j^^î^x'x'^ ^ ôx'x'x*' 
x'x' x'x' (xx'j* 

707. En comparant Texpression (22) de du avec la valeur 

gdxd*xd«x 



^ = \^ 



DdTd^x 



de la distance du point x + dx au plan osculateur en x , on 
trouve 



d'j = 



^Vdxd*x dsd 



ou, en désignant par 8' la distance du point x + ^^x à la 
tangente, 

du = 3- • 

708. L'équation de Taxe de- courbure étant 

1I>[(2-x)lI>xV4- x'»] =0, 
si Ton pose 

0[(2— x)'tI>x'x' + x'»] = 0[(2-x)xV] = r, 
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elle pourra s'écrire sous la forme 
' (23) (2— x)ÎI>x'x'-*-x'»=:v, 

V variant d'un point à l'autre de l'axe de courbure. 

Si l'on fait varier à la fois t et i? , on aura Téquation de la 
surface lieu des axes de courbure, ou de la surface polaire de 
la courbe proposée. 

On aura l'arête de rebroussement de cette surface, ou le 
lieu du centre de la sphère osculatrice à la courbe, en élimi- 
nant t entre l'équation de l'axe de courbure et sa différentielle, 
prise en considérant S comme constant. 

709. Cherchons maintenant l'équation générale des déve- 
loppées de la courbe. La tangente à la développée étant la 
ligne qui joint le point a de la développée au point x de la 
courbe, on a l'équation 

(24) îD(2~x)rf2 = 0. 

S — X, devant être une normale à la courbe, sera perpendicu- 
laire à dx ; il en sera donc de même de sa parallèle dS, , d'où 
l'on tire 

(25) TDdS.dx=iO, 
Si l'on pose 

(26) '®(2-x) = î, d'où (2— x)« = — }\ 

cette équation, jointe à celle de Taxe de courbure (17), fera 
connaître les trois composantes rectangulaires ^^ , Ç, , Ç, de S 
en fonction de f et de ç , ce qui fournira une nouvelle déter- 
mination de la surface polaire. 

(s — x)ds 
La quantité (S — x)dE étant réelle, ainsi que .^ — . 

on aura 

^(g—x) _ ^ g(a— x)ds 
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D'ailleurs, en vertu de Téquatiôn du plan normal 0(S—x)dx=:O, 
on a 

®(2— x). (1^(2-^) = - 0(S—x)d(2—x) = — 0(2— x)dS. 

Donc 

^(g-x) _ ^ ^(S— x).d^(S->x) 

d'où l'on tire 

c'est-à-dire que l'élément d'arc de la développée est égal à 
l'accroissement correspondant delà longueur du vecteur S— x. 

710. Désignons par u le vecteur qui joint le centre de cour- 
bure R + X de la courbe au point S de la développée. On aura 

s — x==a + u. 
• », 

En mettant pour £ — x cette valeur dans l'équation (24), il 
vient 

(27) 1I>[(R-f-u)d(x-l-R + u)]=0. 

Le vecteur r est donné en fonction de t par l'équation (1G) 

x'» 

R = 



Le vecteur u est parallèle à tDx'x', et, en désignant par u son 
module, il a pour valeur 

lUx'x' 



u = t*. 



%TD 



x'x' 



En mettant ces valeurs dans l'équation (27), on aura une 
équation différentielle entre tyU.dtydUy qui représentera les 
développées de la courbe proposée. 

711. Appliquons les formules précédentes à l'hélice. Si Ton 

pose 

dû, 
Q^=zï^cost'h i, sm f , 0, = -j-^ = — i, sin * + 1, cos t . 
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les trois vecteurs unitaires û| , û, » i, formeront un système 
rectangulaire, et Ton aura les relations 

ûj = ûj = ij = — 1 , ûjû, = — û,û^ = — 1|, etc.... 
L'équation de Thélice pourra se mettre sous la forme 

d'où Ton tire, en posant a*+b*=c\ 

x'==aÛ,-H6i3, x'= — aû^, x'"=— au,, 
d8 = cdti x'x' = a6û, — a*i,, 

xx'= — t»t + a6fÛ4 + a6û, — a'i,, 
XX' x' = a*ft f 4- afr* tQ^ — a»Û, — a'fti, . 

L'équation de la tangente sera 

11>2(aû, + 6i,) = aibtù^ -*- fcû, + ai,). 
Celle du plan normal sera 

La distance du point x + dx à la tangente sera, à cause de 

(P« = 0,d'où6xV = 0, 

* 

D = — i(l»i = iaûjdt*, d'où '^ii=i\adt*. 

■ L^équation du plan osculateur est 

02(60, — ai,) = flft; 

celle de la normale principale, 

tl>2û, = — 6tû,. 

En mettant la valeur de S sous la forme ^<"û| + Ç<*>û, + ^tij > 
on trouve immédiatement 

çf'î = — ç^ sin J + Çjcos r = , ç, = &f = a?j, 

équations cartésiennes dé la normale principale. En égalant 
0SÛ, =— Ç^*^ à une nouvelle variable ti, on a, pour la surface 
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lieu des normales principales^ les équations 

Çj = tfcos*f, Ç, = tisinf, ç, = 6f. 
^ ou 

Cette surface est Thélicoïde gauche. 

« 

Le vecteur du centre de courbure est' 

R=S — X = := û,, d OU /> = — • 

L'équation de Taxe de courbure est 

atI>S(6û,— ai,) = 6*(afÛ4-t-aÛ, + fri,). 

Les angles de contingence et de torsion sont 

a * b 

dr = - dt^ d\j = - dt» 
c c 

La distance du point x + dx au plan osculateur est 

o c 

L'équation (23) de la surface polaire sera 

a2(6û, — ai,) = a*br-h bc^u-hab^tQ^ + aft'û, -f- fc'i,, 

en écrivant bc^u au lieu de t?. En développant, Téquation 
devient 

■ 

— afcç^'î H- a'Ça -f- (a*çw + abii,)Û^ — açw (âû, + fti,) 

. =a*tf 4-6c'tt4-a6'rûi-f-b"(aÛ,+6i,), 

d'où l'on tire, en décomposant, 

et par suite 

s = — Ç(û, + tiû,) + 6a + t*)i,. 

Pour avoir le centre de la sphère osculatrice , cherchons 
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rintersection de deux axes de courbure ioâniment voisins. En 
joignant à l'équation de Taxe de courbure sa différentielle par 
rapport à t , 

d'où, en développant et décomposant, 

aç^«) 4- ftç, = bU, — a?(*) = b\ l^^ = 0, 
on en tire 

2 = û-H-ft^i., H — x = — ^û. =R. 

Donc le centre de la sphère osculatrice coïncide avec le centre 
de courbure. 
Cherchons enfin Téquation aux développées. On a 

R-*-u = — -ûj + ttCftÛ, — ai,), 
d'où 
(l(xH-R+u)=— ttûi-i--(ftû, — ai,) 6dr+(frû,— ai,)df«. 

L'équation (27) donne alors 

- (au, 4- &i,)[(~ -i-u») 6d^- ^' df.] == 0, 



d'où 



abdt = -^ 



-i 4-tt' 

a* 



équation différentielle des développées de l'hélice. Connaissant 
Il en fonction de t , on substituera sa valeur dans l'expression 



S = XH-R + u. 
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§11. 

Des surfaces courbes. 

712. Une équation 

(1) x = /(t,«) 

entre un vecteur variable, des vecteurs constants et deux 
variables réelles t , u\ représente une surface. 
Soit 

(2) 0(3— x)a = 

réquation d'un plan passant par x . La distance du point x + dx 
à ce plan sera 

D = — A-"*0Adx, 

ou, en développant, et désignant, .pour abréger, par x', x, les 
dérivées partielles 37 ' t~ • 

D = — A-*0A(x'dr4-X,(ltt-h f,), 

e, étant un infiniment petit du second ordre. Cette distance 
sera infiniment petite d'ordre supérieur au premier, si Ton 
choisit A par la condition 

0A(x'df4.X,(ltl)=O, 

et cela aura lieu tout autour du point x, si Ton pose séparé- 
ment 

0AX' = O, 0AX, = O, 

c'est-à-dire si ▲ est perpendiculaire au plan x'x, , ou si Ton a 

aIIÎDx'x,. 
L'équation (S) du plan tangent devient alors 

(3) 0(S — x)x'x, =0. 

Le vecteur 

(4) N = ll>x'x, 
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est la normale à la surface , et l'équation différentielle de la 
surface peut s'écrire sous la forme 

(5) 0Ndx = O. 

Si réquation de la surface est donnée sous la forme 

F(x) = c, 

c étant une constante réelle, n n'est autre chose que la quan- 
tité VF(x), que nous avons considérée dans l'art. 610. 

713. Ces conditions étant remplies, la distance du point 
X + dx au plan tangent sera, aux infiniment petits du troisième 
ordre près, 

(6) D = — iN-*.0N(x'd(* 4- 2^\itiu + x.dtt*), 

et la courbure de la section normale correspondante à une 

du 

valeur donnée de tt sera 

(kl 

1 2«D ^0(WN.d*x) . 

^ ^ . r dx" dx* 

Si Ton suppose ®d constant, on voit que r varie proportion- 
nellement au carré du demi-diamètre "Stdx de l'indicatrice, 
d'où l'on déduit le théorème d'Euler. 

On peut encore chercher directement le maximum ou le 

1 
minimum de la valeur de - , laquelle, en posant iMk^=^mit^ 

prend la forme 

(x' -h X, mf * 
En égalant d- à zéro, on a l'équation aux sections principales. 

Si l'on considère une section oblique passant par la même 
tangente que la section normale, et faisant avec son plan un 
angle 6, la distance du point x + dx à la tangente sera 
'Sd. sécO , d'où l'on déduit le théorème de Meusnier. 

714. Une ligne géodésique ayant son plan Qscuiateur normal 
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à la surface, on obtiendra son équation en écrivant que la 
normale t)(Ixd*x à son plan osculateur est perpendiculaire à 
la normale m à la surface, ce qui donne la condition 

(8) 0Ndx(Px = O. 

On aura ainsi une équation différentielle du second ordre entre 
les variables t et u, qui sera Téquation générale des lignes 
géodésiques. 

715. Appliquons ces diverses formules à Thélicoïde gauche, 
représenté par l'équation 

On a d'abord, en prenant u pour variable indépendante, 

V=zT^ (ttû, 4- 6I3) Ûi = — ftû, -H tll, , 

dx = (uQ, + bxt)dt + û(du, 
«Tx = (ttû, + 6i,)d*r + ttûjdf' + 2Q^dttdt, ■ 

0/11* M \ Zbdtdu 

rfx' = -(tt» + ft»)dt» — du', 

., , , du 

a ou, en posant jr z=zm, 

i 2b m 



Le maximum et le minimum de cette expression correspon- 
dent à 

d'où Ton tire, pour les deux courbures principales, 

1.6 



H ti' 
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et pour réquation aux lignes de courbure 

du 

dt=:± 



L'équation aux lignes asymptotiques 

0néPx = O, 
devient ici 

dudt = 0. 

On trouve, pour l'équation aux lignes géodésiques, 
(tt* + b*) {du d* t -t- udt^) -h 2udtdu'' = , 

ou, en posant ^ = a? , ti'+ 6'= 2y , 

a?'ydy + d(ajy)=0, 
et, en faisant xy:=z, 

xdz — zdx dz ^ 
z* z^ 

On en tire, en intégrant, 

2xZ'hi=2cz*f ou . 2x*y -h i = 2cx^y*, 

ou, en mettant pour a? et y leurs valeurs, 

du 
dt = 



§m. 

Applications à la Cinématique. 

716. Un vecteur variable x étant exprimé en fonction du 
temps par l'équation 

(1) ï=AO, 

qui donne à la fois la forme de l'orbite du point x et la loi 
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suivant laquelle cette orbite est parcourue, la courbe qui a 
pour vecteur la dérivée 

(2) X' = f'if) 

du vecteur x est dite Vhodographe de l'orbite (1). 
Le vecteur de Taccélération dans Torbite (1), 

est le vecteur de la vitesse dans Thodographe. 

7i7. En désignant toujours l'élément d'arc par ds = %dx , 

ds 
et par v la vitesse t; , on a 



T 3C ^ étant un vecteur unitaire parallèle à la tangente, d'où 

l'on voit que x' représente la vitesse en grandeur et en direc- 
tion. 
Si l'on différentie l'équation (3), il vient 

dx dx 

. dv dx ds dv dx . ds 

x= 1- V = — — + V • 

dtds dt dtds ds 

.dx 

d — 
ds 
Nous avons vu (art. 704), que -^ représente un vecteur nor- 
mal à la courbe au point x, dirigé de ce point vers le centre de cour- 
bure, et ayant pour module la courbure - . Si l'on représente 

N dv d? st 

donc ce vecteur par - , et l'accélération tangentielle 77 = j7i 
par 9 , on aura 

(4) • =yT4--N. 

ai p 

équation qui exprime très simplement la décomposition de 
l'accélération totale -r^ en une composante j? , dirigée suivant 
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V' 



la tangente, et une composante normale — dirigée suivant la 

P 

normale principale, et vers le centre de courbure de Torbite. 

718. L'équation en. coordonnées polaires r,p d'une courbe 
plane peut s'écrire sous la forme 

B étant un vecteur unitaire situé dans le plan de la courbe, 
A l'axe unitaire de ce plan, et l'angle p étant exprimé, dans les 
exponentielles (art. 526), en parties du quadrant. 

On peut considérer r et p comme liés par une équation 
réelle, ou mieux, comme exprimés l'un et l'autre en fonction 
du temps t . En différentiant et observant que l'on a 

d.AP = d(cosp4- Asinp) = A'.Adp, 
il vient 






dr 
ce qui montre que ^ est la composante de la vitesse parallèle 

au rayon vecteur b . ta'' , et -tt la vitesse perpendiculaire à ce 

vecteur, ba" et ba'"^*=ba''.a étant deux vecteurs perpendicu- 
laires entre eux. 
En différentiant de nouveau, on a 

ce qui donne les composantes de l'accélération parallèlement 
et perpendiculairement au rayon vecteur. 

719. Si l'accélération est constante en grandeur et en direc- 
tion, on aura, a étant un vecteur constant, 

^_ 
dt'~^' 
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d'où, B étant un second vecteur constant, qui représente la 
vitesse pour f = , 

dx 



dt 



= Af -*- B. 



L'hodographe est donc une ligne droite, décrite uniformément. 
On a ensuite, par une seconde intégration, 

x = {a<'+ Bt-h c, 

c étant le vecteur initial du point. Les deux composantes {kt* 
et Bt de X — c variant proportionnellement Tune au carré, 
l'autre à la première puissance du temps, la courbe est une 
parabole. 
Maintenant, si l'on élève au carré la quantité positive 

-0[a(x — c) + iB*] = — (|A'^'H-0AB.f4-iB*), 

le résultat est égal au carré du produit 

« 

a(x — C + ^BA-*b) = A({A'ï*4-Bf 4-|bA-*b), 

c'est-à-dire que Ton a, en égalant les racines et divisant 

par %A y 

^(x-C-h^BA-*B) = — 0.111a(x — CH-|A-*B*). 

Cette équation exprime que la distance du point x au point 
F = c — ïBA"*B est égale (art. 660) à la distance du même 
point au plan 0a(x — c + i a"'b*) = 0. C'est l'équation d'un 
paraboloïde de révolution autour d'une parallèle au vecteur a, 
menée par le point F. On reconnaît là la propriété focale de la 
parabole. 
La parabole sera l'intersection dé cette surface avec le plan 

0ab(x — c) = 0. 

La directrice sera l'intersection des plans 

0a(x-6 -h U-'b*) = 0, 0ab(x— c + J'a-^b*) = . 

Son vecteur x — c + ^ a~* b* étant ainsi perpendiculaire à chacun 



DES QUANTITÉS COMPLEXES. 67K 

des vecteurs a et 1P ab , sera parallèle à H) (a . t|) ab) = a . HFab , 
et par suite l'équation de cette droite pourra s'écrire 

720. Pour que le mobile puisse atteindre un point p, lors- 
qu'il est lancé suivant le vecteur b avec une vitesse initiale v , 
il faut que, pour une valeur réelle de ^ , on puisse avoir 

En élevant au carré, pour avoir une équation à coefficients 
réels, on a, à cause de (Mb)* = — 1 , 

(1a^«— p)« = — r*i?v 

ou 

\ilU' + (t?'— 0Ap)e« + p* = 0. 

La condition de réalité des racines sera 

Or A*p' = ('ÎAp)* ne pouvant être moindre que (0ap)*, on 
voit que, si les racines sont réelles, v* — 0ap doit être néces- 
sairement positif. Donc les deux valeurs de V sont positives, 
lorsqu'elles sont réelles. Il existe donc alors deux paraboles 
différentes correspondantes à la vitesse donnée, et passant par 
le point p. Les quatre valeurs de t, égales deux à deux et do 
signes contraires, correspondent aux deux mêmes paraboles, 
décrites dans des sens opposés. 

Si les racines de l'équation en V sont égales, c'est-à-dire si 
l'on a 

t?' — 0AP = ®AP, 

le lieu du point p est l'enveloppe des paraboles correspondantes 
à la même vitesse. Ce lieu est un paraboloïde de révolution^ 
qui a son foyer à l'origine, son axe parallèle à a, et son plan 

directeur à la distance sp- • 

721. Supposons maintenant que l'accélération soit constam- 
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ment dirigée vers un centre fixe, que nous prendrons pour 
origine, et désignons par g sa grandeur. Nous aurons alors 

ou 

(1) t>xx' = 0. 

En remarquant maintenant que 

d.ViJ^dj) = 1^d{xdx) = îJ(dx*-f-xd*x) = tD(x(Px), 
réquation (1) donnera, par T intégration, 

(2) tl>xx'=c, 

G étant un vecteur constant. 

Cette intégrale fait voir que : 

1^ Dx\' étant parallèle à une direction constante, le plan 
de la biradiale \\\ ou le plan passant par la tangente à rorbito 
et par Torigine est de direction constante. Donc Torbite est 
plane, et son plan passe par le centre d'action. 

2** L'aire du triangle compris entre les côtés x et x' étant 
égale à ï'ïtDxx' (art. 646), on en conclut que Taire décrite 
par le vecteur dans l'élément de temps dt est constante, et 
égale à 

i'ït>xdxz=i®c.df. 

722. Considérons maintenant le cas où l'accélération est 
inversement proportionnelle au carré de la distance, c'est-à-dire 
où l'on a 

la constante ^ étant négative dans le cas où Taccélération est 
dirigée vers l'origine. On aura alors 

(3) x'=.i^. 
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Or nous avons trouvé (art. 603) 

^~ _ (®x)» ~ {%xy 

Donc 

d'où, en intégrant, 

K étant un vecteur constant perpendiculaire à c, puisque Téqua- 
tion (2) de l'article précédent donne 0x'c=O, et 0xc=O, 
d'où0(lKx.c)=O, ce qui montre que le vecteur K==x'c + fjilKx 
doit être perpendiculaire à c . 
L'équation de l'hodographe est donc 

(4) x' = Kc-* — fA.lttx.c-*. 

Uun des termes du second membre étant un vecteur constant, 

• ■■"A* 

et l'autre un vecteur de module constant ^=— , il s'ensuit que 

'®(x'— KC~*) est constant. Donc l'hodographe est un cercle dont 
le plan est perpendiculaire à c , et partant parallèle à l'orbite; 

c 
cercle peut être représenté par la combinaison de l'équation 



son rayon est — =- , et son centre est au point kg"* . Le 



€(X' — KC-*) = — ^, 

qui est celle d'une sphère, et de l'équation 

0cx'=O, 

qui est celle d'un plan passant par l'origine et par le centre de 
la sphère. 

723. En opérant sur l'équation (4) par HJxX, il vient 
[art. 721, (2)] 

IJxx' = = IDxKc-* — uTD (x.lttx.c-*) , 

37 
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OU, à cause de \MTi = -sr- = — ^'^^ 

c = tl^xKC"* -h p.fltx.cr* . 
En opérant maintenant par 0g X « on a 

c'est-à-dire 

(5) f*®X = 0.K(o»K-*— X), 

forme sous laqueHe on reconnaît la propriété du foyer et de la 
directrice d'une section conique. C'est l'équation d'une surface 
du second ordre, de révolution autour de son axe principal K, 
l'origine étant à l'un des foyers. On obtiendra l'orbite, en cou- 
pant cette surface par le plan 

0CX = O. 

Le vecteur qui donne la distance de la directrice au foyer est 

^K 2ttC* 

c'ir* ; l'ex^^entricité est , et le grand axe ■ , ■ , • 

724. Étant donnée une courbe 

T = F(/), 

trouver la condition pour que cette courbe puisse être Phodographe 
d'une orbite centrale. 

Y devant être égal à la dérivée du vecteur de l'orbite cher- 
chée, ce vecteur sera égal à/ïdf , et par suite on aura, en 
vertu de l'équation (2) (art. 721), 

(6) J^(r/Ydt)=c, 

ce qui donne la condition cherchée. 

Cette condition peut se mettre sous d'autres formes, plus^ 
■approchantes de la forme cartésienne. On en tire, en'différen- 
tiant, 

(7) tl>(Y7ydO = 0, 

(8) P(7yTdJ-f-Y'y) = 0. 
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L'équation (7) peut s'écrire, u étant réel, 

ou, en opérant par IJy X , 

La courbe est donc située dans un plan perpendiculaire à c . 
En opérant sur (9) par H^y' X ? il vient, d'après (8), 

d'où, en éliminant ii, 

Si maintenant w est la vitesse sur l'hodographe, p son rayon 
(le courbure, xs la longueur de la perpendiculaire abaissée de 
l'origine sur la tangente, on aura, conformément aux résultats 
connus. 

h étant une constante. 



FIN. 



37. 
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